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非非非整整整数数数阶阶阶系系系统统统连连连续续续时时时间间间域域域的的的模模模拟拟拟
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摘要:提出了一种致力于非整数阶系统连续时间域的模拟方法. 这种特殊系统的仿真建立在有限频率区间非整
数阶积分算子的基础上,其非整数阶作用仅限于有限频率区域.然后,可以定义非整数阶模型的状态方程实现,它允
许近似理想非整数阶系统的连续时间响应.最后,通过两个数字仿真例子来验证这种模拟方法.
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Continuous-time modelling of non-integer systems
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Abstract: A method is proposed to deal with the continuous-time modelling of fractional systems. The simulation of
these particular systems is based on a fractional integrator where the non-integer behavior acts only on a limited spectral
band. Then, it is possible to define a state-space representation of the fractional model, which permits to approximate the
continuous-time response of an ideal system. Finally, this methodology is validated with two simulated examples.
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1 引引引言言言(Introduction)
非整数阶系统也叫长记忆系统, 其数学构思

可以追溯到19世纪初, 长期以来国外许多数学家
做了大量的研究. 法国波尔多LAP实验室的Alain
OUSTALOUP教授20多年前将它引入了自动化领域.
目前, 非整数阶系统离散时间域的解已经由他带领
的CRONE研究小组解出[1,2], 但由于当前数学知识
有限,其连续时间域的解析解还没有研究出来,专家
们都是用数学近似方法得出解析解的近似解[3].
本文将用有限频率区间非整数阶积分算子构成

有限频率区间非整数阶模型, 通过其状态方程的实
现,得到理想非整数阶系统解析解的近似解. 林军博
士和Thierry POINOT博士用这个方法已经得到一维
非整数阶系统解析解的近似解[4], 本文将把它推广
到多维非整数阶系统.
本文分为3个部分,第1部分将介绍非整数阶积分

和微分算子,第2部分研究有限频率区间非整数阶模
型,第3部分列举两个数字仿真的例子.

2 非非非整整整数数数阶阶阶积积积分分分和和和微微微分分分算算算子子子 (Fractional in-
tegral operator and differential coefficient op-
erator)

2.1 理理理想想想非非非整整整数数数阶阶阶积积积分分分和和和微微微分分分算算算子子子(Ideal frac-
tional integral operator and differential coeffi-
cient operator)
定义理想非整数r阶积分算子为

I−r(s) = s−r, r > 0. (1)

其波特图的斜率为−20r dB/dec ,相位与频率无
关,等于−rπ/2 .
用I−r(s)的倒数定义理想非整数r阶微分算

子Dr(s)如下:

Dr(s) =
1

I−r(s)
= sr. (2)

其波特图的斜率为20r dB/dec,相位与频率无关,
等于rπ/2.
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2.2 无无无附附附带带带整整整数数数阶阶阶积积积分分分和和和微微微分分分的的的有有有限限限频频频率率率区区区间间间

非非非整整整数数数阶阶阶积积积分分分和和和微微微分分分算算算子子子(Fractional integral
operator and differential coefficient operator of
limited spectral band without integer order inte-
gral and differential coefficient)
设无附带整数阶微分的有限频率区间非整数阶

微分算子为:

Dr
0(s) = C0(

1 + s/ωb

1 + s/ωh

)r. (3)

为了使Dr(s)和Dr
0(s)在频率区间[ωb, ωh]有相同

的相位和增益,经计算只需C0 = ωb
r.

Dr
0(s)在频率区间[ωb, ωh]具有微分阶数为r的渐

近特性; 在有限频率区间非整数阶区间外具有阶数

为0的渐近特性.

微分算子Dr
0(s)的实现建立在实数零点、极点

的循环分配的基础上[1,2]. 设Dr
0

Nc
(s)是Dr

0(s)的实现,
Dr

0
Nc

(s)由Nc个相位超前的单位组成:

Dr
0

Nc

(s) = ωb
r

Nc∏
i=1

1 + s/ω′i
1 + s/ωi

, (4)

一对实数零点、极点为一个单位,这里, Nc是单位的

个数,与实数零点或极点的个数一致.

零点、极点的循环分配就是角频率ω′i和ωi满足

下列关系: 



ωi

ω′i
= α > 0,

ω′i+1

ωi

= η > 0,
(5)

α和η的定义:

由 



r =
log α

log(αη)
= log(αη)

α,

ωh

ωb

= (αη)Nc ,
(6)

得 



α = (αη)r = (
ωh

ωb

)r/Nc ,

η = (αη)1−r = (
ωh

ωb

)(1−r)/Nc .
(7)

角频率ω′i和ωi由式(5)求出,其中ω′1为:

ω′1 =
√

ηωb. (8)

同样, 无附带整数阶积分的有限频率区间

非整数阶积分算子I−r
0 (s) 由Dr

0(s) 的倒数定义.

I−r
0 (s)由 I−r

0
Nc

(s)实现, I−r
0
Nc

(s)的参数定义如Dr
0

Nc
(s),

用−r代替r即可.

2.3 附附附带带带一一一阶阶阶积积积分分分和和和微微微分分分的的的有有有限限限频频频率率率区区区间间间非非非

整整整数数数阶阶阶积积积分分分和和和微微微分分分算算算子子子(Fractional integral
operator and differential coefficient operator of
limited spectral band with one order integral and
differential coefficient)
理想非整数阶算子s−r可以用附带一阶积分

的有限频率区间非整数阶积分算子I−r
−1 (s)近似[4],

I−r
−1 (s)由一阶积分s−1和一个有限频率区间非整数

阶微分算子D1−r
0 (s)构成:

I−r
−1 (s)=

1
s
D1−r

0 (s)=
1
s
ωb

1−r

(
1+s/ωb

1+s/ωh

)1−r

. (9)

因此I−r
−1 (s)在频率区间[ωb, ωh]具有积分阶数

为−r的渐近特性;在有限频率区间非整数阶区间外
具有阶数为−1的渐近特性.
设 I−r

−1
Nc

(s)是I−r
−1 (s)的实现:

I−r
−1

Nc

(s) =
1
s

D1−r
0

Nc

(s), (10)

I−r
−1
Nc

(s)状态方程的实现由MATLAB的从传递函
数到状态方程的软件得出:{

Ẋ = a
I
X + b

I
u,

y = c
I
X.

(11)

系统{a
I
, b

I
, c

I
}能够近似实现非整数阶积分的

作用.
附带一阶微分的有限频率区间非整数阶微分算

子Dr
1(s)由s和I−1+r

0 (s)构成, 它的实现Dr
1

Nc
(s)由s和

I−1+r
0
Nc

(s)构成.

3 有有有限限限频频频率率率区区区间间间非非非整整整数数数阶阶阶模模模型型型 (Fractional
systems model in a limited spectral band)
设理想(N, r)阶非整数阶系统的传递函数为:

G(s) =
Y (s)
U(s)

=
B(s)
A(s)

=

M∑
m=0

bmsmr

N∑
n=0

ansnr

, (12)

其中: N是维数, r是微分的基础实数阶数.
通 过 用Dr

1
Nc

(s)近 似sr, 得 到 有 限 频 率 区
间(N, r)阶非整数阶模型的传递函数:

G(s) =
Y (s)
U(s)

=

M∑
m=0

bm
Dr

1
Nc

(s)
m

N∑
n=0

an
Dr

1
Nc

(s)
n

. (13)

定义宏观状态为与有限频率区间非整数阶模型

的实现有关的状态; 微观状态为与有限频率区间非
整数阶积分算子的实现有关的状态; 总状态为所有
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积分算子的微观状态构成的状态.
设宏观状态为:

X = [xN xN−1 · · · x1]T =
[

Dr
1

Nc

(N−1)

x(t)
Dr

1

Nc

(N−2)

x(t) · · · Dr
1

Nc

(0)

x(t)

]T

.

则得G(s)的状态方程为:{
Dr

1
Nc

X = AX + Bu,

y = CX,
(14)

A =




−aN−1−aN−2 · · · −a0

1 0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 1 0




,

B = [1 0 · · · 0]T, C = [0 · · · 0 bM · · · b0].

根据宏观状态的定义,有:



xN = I−r
−1
Nc

(Dr
1

Nc
xN),

xN−1 = I−r
−1
Nc

xN ,
...

x1 = I−r
−1
Nc

x2.

(15)

设各个微分算子的微观状态分别为XI1, XI2,
· · · , XIN ,将式(11)代入式(15)得:




{
ẊIN = a

I
XIN + b

I
· Dr

1
Nc

XN ,

XN = c
I
XIN ,{

ẊIN−1 = a
I
XIN−1 + b

I
XN ,

XN−1 = c
I
XIN−1,

...{
ẊI1 = a

I
XI1 + b

I
X2,

X1 = c
I
XI1,

(16)

设总状态为Xg = [XIN
T XIN−1

T · · · XI1
T]T,则




Ẋg =




a
I

a
I

. . .

a
I




︸ ︷︷ ︸
Ad

Xg +




b
I

b
I

. . .

b
I




︸ ︷︷ ︸
Bd

Dr
1

Nc
X,

X =




c
I

c
I

. . .

c
I




︸ ︷︷ ︸
Cd

Xg,

(17)

Dr
1

Nc

X = AX + Bu = ACdXg + Bu. (18)

最后,得有限频率区间非整数阶模型的状态方程
实现为:




Xg = AdXg + Bd
Dr

1
Nc

X =

(Ad + BdACd)︸ ︷︷ ︸
Ag

Xg + BdB︸︷︷︸
Bg

u,

y = CX = CCd︸︷︷︸
Cg

Xg.

(19)

4 数数数字字字仿仿仿真真真的的的例例例子子子 (Digital simulation exam-
ples)
例例例 1 本文做理想(1, r)阶系统Gi(s)的仿真:

Gi(s) =
1

sr + 1
, (20)

仿真模型用有限频率区间(1, r)阶模型:

G(s) =
1

Dr
1

18
(s) + 1

, (21)

其中非整数阶区间的ωb = 10−5和ωh = 105.
改变r(0 6 r 6 2)值,获得的阶跃响应如图1.

图 1 r值变化时的单位阶跃响应

Fig. 1 Step responses with varying r

观察到当2 > r > 1时, 阶跃响应为震荡曲线;
当1 > r > 0时,为单调非震荡曲线.
例例例 2 仿真对象为理想(4, 0.5)阶系统Gi(s) [5]:

Gi(s) =
1

s2 + ρs3/2 + s1/2 + ρ
, (22)

仿真模型为有限频率区间(4, 0.5)阶模型:

G(s) =
1

D
1/2
1
18

(s)
4

+ ρD
1/2
1
18

(s)
3

+ D
1/2
1
18

(s) + ρ
,

(23)

其中非整数阶区间的ωb = 10−5和ωh = 105.
当ρ = 0.1和ρ = 10时,得到它们的阶跃响应分

别如图2和图3.
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图 2 ρ = 0.1时G(s)的单位阶跃响应

Fig. 2 Step responses of G(s) with ρ = 0.1

图 3 ρ = 10时G(s)的单位阶跃响应

Fig. 3 Step responses of G(s) with ρ = 10

注意: 对于任何ρ > 0 ,理想非整数阶系统Gi(s)
只具有两个极点s1和s2

[1,5]:

s1,2 = e±
2π
3 j = −1

2
±
√

3
2

j. (24)

观察到ρ = 0.1时阶跃响应为非震荡曲线,
ρ = 10 时为震荡曲线. 因此, 此非整数阶系统的
动力特性不只取决于它的极点, 非整数阶部分的影
响是极其重要的.

5 结结结论论论 (Conclusion)
本文介绍了一种非整数阶系统的连续时间域的

模拟方法, 其实质是用高阶整数阶模型模拟非整数
阶系统.由于非整数阶积分算子附带一阶积分算子,
就使有限频率区间非整数阶模型的初始值与终值与

理想非整数阶系统一致.只要非整数阶区间足够大,
模拟结果就是正确的. 后续工作是根据这种模拟方
法研究相应的系统辨识的方法[4].
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