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摘要:通过对状态反馈两种增益变化形式的分析,研究广义系统H∞可靠控制器的设计问题.给出基于状态反馈
增益变化的广义系统H∞可靠控制器的定义,得到了执行器故障模型. 用线性矩阵不等式(LMI)方法,研究两种状态
反馈增益变化的广义系统H∞控制器存在的充分条件和设计方法. 进而,针对执行器的不同故障情形,用LMI方法给
出广义系统存在基于状态反馈增益变化的H∞可靠控制器的充分条件.最后,给出了优化广义系统H∞可靠控制器
的设计算法.
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systems with controller gain variations
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Abstract: By analyzing two kinds of state feedback gain variations forms, the H-infinity reliable controller design
problem for descriptor systems is discussed in this paper. Firstly, the definition of H-infinity reliable controller based on
state feedback gain variations for descriptor systems is given, and the failure models of actuators are also yielded. Using the
approach of linear matrix inequalities (LMI), the sufficient conditions and the design method are then studied to show that
there exist H-infinity controllers of two kind of state feedback gain variations forms for descriptor systems. Furthermore,
aiming at the different actuator failures, the sufficient conditions that there exist H-infinity reliable controllers based on
state feedback gain variations are obtained using LMI method. Finally, the optimal algorithm of design H-infinity reliable
controller for descriptor systems is given.
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1 引引引言言言(Introduction)
在过去的几十年里, 正常系统H∞控制问题的

研究取得了很大进展[1], 人们提出了多种方法来
处理H∞控制问题, 如频域法[2]、状态空间法[3]等.
H∞控制弥补了控制理论在实际应用中的某些不
足,其研究模型具有广泛的实用性. H∞控制现已发
展成为当今极重要的控制理论分支之一.广义系统
因其特有的结构性质一直在控制领域中占有重要地

位[4],学者们也开始关注广义系统的H∞控制问题[5].

由于广义系统丰富的实际背景和容错控制问题的重

要性,可靠容错控制是近年来控制界研究的一大热
点[6],而有关广义系统H∞可靠容错控制的研究成果
还不多见.
在过去, 人们设计控制器时, 大多假设系统

具有不确定性, 而控制器是确定的[7]. 最近,
Keel和Bhattacharyya在文献[8]中指出, 控制器增益
的不确定性经常出现在如: 控制器性能衰减、系统
运行初时的控制器微调等情形. 有关控制器增益的
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不确定情形逐渐被学者关注[9].
由于实际系统中执行器故障是无法避免的, 因

此,在系统设计中,将执行器的可能故障考虑进去是
有必要的. 本文将要研究的问题是设计基于状态反
馈增益变化的广义系统容错控制器,使得系统无论
是正常运转还是部分执行器出现故障,对应的闭环
广义系统都容许且满足给定的性能指标.

2 系系系统统统描描描述述述(Systems description)
考虑广义系统




E
dx

dt
= Ax + B1w + B2u,

z = C1x + D12u,
(1)

其中: x ∈ Rn是系统的状态, w ∈ Rr是外部干扰,
u ∈ Rm是控制输入, z ∈ Rs是受控输出,矩阵E, A,
B1, B2, C1, D12具有适当的维数且rank E < n. 设计
具有增益变化的状态反馈

u = (K + ∆K)x, (2)

其中: K是反馈增益矩阵, ∆K是增益摄动. 针对
式(2),考虑两种摄动形式:

i)

∆K = [kijδki]m×n = δkK, δk = diag{δk1 · · · δkm},
(3)

这里K = [kij]m×n, δki是不确定参数,满足

|δki| 6 δki < 1, i = 1, 2, · · · ,m. (4)

δki是常数,令δ = diag{δ2

k1 δ
2

k2 · · · δ
2

km
}.

注注注 1 这种摄动形式常常是由于控制器性能衰减所导

致的[9].
ii)

∆K = DF (t)G, FT(t)F (t) 6 I, (5)

其中D和G是适当维数的常数矩阵, F (t)是未知的
有界扰动.
注注注 2 这种摄动形式常常出现在系统运行初时的控制

器微调[9].
于是得到闭环广义系统

E
dx

dt
= Ax + B1w, z = Cx, (6)

其中:
A = A + B2(K + ∆K),
C = C1 + D12(K + ∆K).

3 准准准备备备知知知识识识(Preliminary knowledge)
用Ω ⊂ {1, 2, · · · ,m}表示广义系统(1)中易出现

故障的执行器真子集, Ω = {1, 2, · · · ,m} − Ω 6=
Φ是它的补, 其中Φ是空集, Lk是执行器切换阵. 不
妨假设 Ω = {q + 1, q + 2, · · · , m}, 这样Lk =

diag{Iq 0}. 即广义系统(1)中, 前q(0 6 q < m)个
执行器正常,其余的m− q个执行器易出现故障. 记

B2 = [B2Ω B2Ω ], D12 = [D12Ω D12Ω ],

D = [DT
Ω

DT
Ω ]T, δ = diag{δΩ δΩ },

设ϕ ⊆ Ω是实际出现故障的执行器子集. 由
文献[10], 不失一般性, 假设此时执行器切换阵
为Lϕ = diag[Iϕ 0]. 记uϕ为对应集合ϕ的故障执

行器. 类似地,有

B2 = [B2ϕ B2ϕ ], D12 = [D12ϕ D12ϕ ],

D = [DT
ϕ DT

ϕ ]T, u =

[
uϕ

uϕ

]
,K =

[
Kϕ

Kϕ

]
,

∆K =

[
∆Kϕ

∆Kϕ

]
, δk =

[
δkϕ 0
0 δkϕ

]
, δ =

[
δϕ 0
0 δϕ

]
.

其中 ϕ = Ω ∪ (Ω − ϕ). 于是执行器故障情况下的
闭环广义系统为

E
dx

dt
= Aϕx + B1w, z = Cϕx, (7)

当增益摄动为式(3)时, Aϕ = A+B2ϕ(Kϕ+δkϕKϕ),
Cϕ = C1 + D12ϕ(Kϕ + δkϕKϕ); 当增益摄动为
式(5)时, Aϕ = A + B2ϕ(Kϕ + DϕF (t)G), Cϕ =
C1 + D12ϕ(Kϕ + DϕF (t)G).
定定定义义义 1 如果在执行器正常或部分出现故障的

情况下, 状态反馈(2)能使闭环广义系统(6)和(7)都
容许(正则、稳定且无脉冲), 且‖T (s)‖∞ < γ和

‖TF (s)‖∞ < γ, 其中γ > 0预先给定, 则称(2)是
广义系统(1)的具有增益变化的H∞可靠控制器. 这
里T (s) = C(sE − A)−1B1, TF (s) = Cϕ(sE −
Aϕ)−1B1.

不失一般性,假设广义系统(1)中的矩阵E具有如

下形式[11]

E =

[
Ir 0
0 0

]
, (8)

其中: Ir是r × r的单位矩阵, r是矩阵E的秩.
本文将要讨论的问题是: 对广义系统(1)设计基

于状态反馈增益变化分别为式(3)和式(5)的H∞可靠
控制器.

4 主主主要要要结结结论论论(Main result)
在本文的讨论中,不妨假设广义系统(1)满足:
A1) DT

12[C1 D12 ] = [0 I ][1];
A2)广义系统(E, A, B2Ω)能控.
其中假设A1)是为了简化运算, A2)是广义系

统(1)设计H∞可靠控制器所必须满足的.
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下面给出广义系统(1)在增益变化分别为式(3)和
式(5)时的H∞可靠控制器设计方法.

4.1 增增增益益益变变变化化化为为为式式式(3)的的的情情情形形形 (Case of gain varia-
tions (3))
定定定理理理 1 对于广义系统(1), 若存在0 < ε < 1及

具有如下形式的矩阵

Q =

[
Qs 0
Q1 Qf

]
∈ Rn×n, (9)

其中: Qs ∈ Rr×r, Qs = QT
s > 0, Q1 ∈ R(n−r)×r,

Qf ∈ R(n−r)×(n−r), Qf可逆,满足LMI


QTAT+AQ+B2Ωα0ΩBT
2Ω

B1 QTCT
1

BT
1 −γ2I 0

C1Q 0 −I


 < 0,

(10)
其中

α0Ω =(1−ε)−1(εI−(I+ε−1(1−ε)δΩ)−1)<0. (11)

则

u = (I + δk)Kx, K = −(1− ε)−1R−1
1 BT

2 P, (12)

其中

R1 = ε−1δ + (1− ε)−1I, P = Q−1

是广义系统(1)具有状态反馈增益变化为式(3)的H∞
可靠控制器.
定理1的证明需要下面两个引理:
引引引理理理 1 当广义系统(1)的部分执行器出现故障

时, 若存在0 < ε < 1及式(9)的矩阵Q满足LMI(10).
则

uϕ =(I+δkϕ)Kϕx,Kϕ =−(1−ε)−1R−1
1ϕ BT

2ϕQ−1,

(13)
其中

R1ϕ = ε−1δϕ + (1− ε)−1I, (14)

使得故障闭环广义系统(7)容许,且‖TF (s)‖∞ < γ.
由于篇幅有限,证明略.
引引引理理理 2 对于广义系统(1),若存在0 < ε < 1及

式(9)的矩阵Q满足LMI


QTAT + AQ + B2α0B
T
2 B1 QTCT

1

BT
1 −γ2I 0

C1Q 0 −I


 < 0,

其中

α0 = (1− ε)−1(εI − (I + ε−1(1− ε)δ)−1) < 0.

则式(12)使得闭环广义系统(6)容许,且‖T (s)‖∞<γ.

证证证 证明略.
注注注 3 对于状态反馈增益变化为式(3)的情形: 由

式(12)设计的控制器能使正常闭环广义系统(6)容许,

且‖T (s)‖∞ < γ(见引理2); 当系统出现故障时, 所使用

的控制器仍然是式(12), 但由于此时的切换矩阵Lϕ =

diag[Iϕ 0],因此只有uϕ部分的信号能反馈给闭环系统(7).

由引理1, 此时系统(7)容许, 且‖TF (s)‖∞ < γ. 对于不同

的故障, 控制器中真正起作用的部分可能不一样, 但都是

式(12)中的部分信号.式(12)能保证系统正常以及对于Ω中

的各种故障情形, 闭环广义系统(6)和(7)都容许且满足给

定的性能指标. 对于每一种故障情况, 系统会自动地反

馈(12)中的部分信号, 无需每次重新计算控制器. 所以

式(12)是广义系统(1)的具有增益变化的H∞可靠控制器. 对

于状态反馈增益变化为式(5)的情形类似.

4.2 增增增益益益变变变化化化为为为式式式(5)的的的情情情形形形 (Case of gain varia-
tions (5))
为了给出广义系统(1)在状态反馈增益变化为

式(5)的H∞可靠控制器设计, 有必要先介绍下面两
个引理:
引引引理理理 3 当广义系统(1)的部分执行器出现故障

时,若存在ε > 0及具有形式(9)的矩阵Q满足LMI


QTAT+AQ−B2ΩBT
2Ω

B1 QTGT QTCT
1

BT
1 −γ2I 0 0

GQ 0 −εI 0
C1Q 0 0 −I


<0,

(15)

R2 = I − εD12DDTDT
12 > 0. (16)

则故障闭环广义系统(7)容许,且‖TF (s)‖∞ < γ. 此
时

Kϕ = −BT
2ϕQ−1. (17)

证证证 证明略.
引引引理理理 4 对于广义系统(1), 若存在ε > 0及

式(9)的矩阵Q满足式(16)及LMI


QTAT+AQ−B2B
T
2 B1 QTGT QTCT

1

BT
1 −γ2I 0 0

GQ 0 −εI 0
C1Q 0 0 −I


 < 0.

则闭环广义系统(6)容许,且‖T (s)‖∞ < γ. 此时

K = −BT
2 Q−1.

证证证 与引理3的证明类似,推导从略.
有了引理3 和引理4, 下面给出状态反馈增益变

化为式(5)时的H∞可靠控制器设计.
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定定定理理理 2 对于广义系统(1), 若存在ε > 0及
式(9)的矩阵Q满足LMI(15)和式(16),则

u =

[
−BT

2ϕQ−1+DϕF (t)G
−BT

2ϕQ−1+DϕF (t)G

]
x =

[
uϕ

uϕ

]

是广义系统(1)的具有状态反馈增益变化为
式(5)的H∞可靠控制器.
证证证 与定理1的证明类似,推导从略.
注注注 4 正如系统存在一些未知摄动一样, u(t)中也可

能存在一些摄动, 因此在对广义系统(1)设计具有增益变

化的状态反馈(2)时, 关键是要确定反馈增益矩阵K, 以满

足H∞可靠控制器的要求[12].

5 算算算法法法(Algorithm)
通过求解如下优化问题,可以优化状态反馈增益

变化为式(3)情形的H∞可靠控制器.
定定定理理理 3 对于广义系统(1),若优化问题

min ρ

满足约束条件:
i) 式(10); ii) α0Ω < 0; iii) Qs > 0

有解Q及α0Ω , 则状态反馈增益变化为式(3)的H∞可
靠 控 制 器 可 由 式(12)给 出. 此 时‖T (s)‖∞ <√

ρ和‖TF (s)‖∞ <
√

ρ,这里ρ = γ2.
证证证 与定理1的证明类似,推导从略.
定理3将广义系统(1)具有状态反馈增益变化

的H∞可靠控制器设计问题转化为一个带有LMI约
束的凸优化问题,可用LMI工具箱求解.
注注注 5 由定理3求出α0Ω , 然后再由式(11)解得ε, 这样

就可以得到广义系统(1)具有状态反馈增益变化的H∞可靠

控制器.

注注注 6 类似地,可以通过优化算法设计状态反馈增益

变化为式(5)的H∞可靠控制器.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文通过考虑状态反馈的两种增益变化形式,研

究广义系统H∞可靠控制器设计问题.用LMI方法给
出广义系统存在H∞可靠控制器的充分条件,并且还
得到了相应H∞可靠控制器设计的优化算法.
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