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摘要:研究了PPR型平面欠驱动机械臂(第1个关节和第2个关节是移动关节且是受控的,第3个关节为被动的转动
关节)在水平面运动的点位控制问题.首先,通过输入和坐标变换方法,系统的动力学方程被变换成二阶链式形式.
其次,提出用反步法推导出保证系统指数渐近稳定的控制器. 仿真结果表明,机械臂能够稳定地从任意初始位置运
动到任意给定的位置,从而证明了控制器设计的有效性.
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Abstract: The point-to-point control problem of a planar PPR under-actuated manipulator is considered in this paper.
The PPR under-actuated manipulator with the first and the second prismatic actuated joints and the third passive revolute
joint can only move in the horizontal plane. Firstly, the motion equations are transformed into the second order chained
form by using input and coordinate transformations method. Secondly, the paper proposed an exponential asymptotic stable
controller for the system by integrator backstepping method. Simulation results indicate that the proposed controller can
effectively stabilize the manipulator system from any initial position to any desired position.
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1 引引引言言言(Introduction)
欠驱动(under-actuated)机械臂是控制输入数目

少于系统广义坐标数目的机械系统.它具有能耗少,
重量轻以及成本低的特点. 近年来对这种系统的研
究已经成为机器人技术研究的重要方向之一.但由
于驱动器的减少, 使该系统动力学方程中具有不可
积分的加速度约束, 极大地增加了对这类系统的控
制难度. H. Arai[1]最初建议在欠驱动机械臂的被动
关节添加制动器来控制整个机械臂, 它的思路是当
被动关节由制动器固定时, 就能在不改变被动关节
位置的条件下对主动关节实现控制,而制动器不起
作用时, 被动关节则通过动态耦合实现控制, 反复
混合这两种模式,整个机械臂的位形就能被控制.为
此R. Mukherjee等人[2]就建议在空间机器人中利用

这种方法. 这种方法的实现需要在被动关节处加上
制动器,可是G. Oriolo等[3]指出利用欠驱动机器人约

束方程的非完整特性, 即使在被动关节处没有驱动
器,仍然能够实现机器人的位置控制.
针对被动关节上既无驱动器也无制动器的

欠驱动机械臂的研究主要包括: 平衡流形控制,
PTP(point-to-point)控制, 轨迹跟踪控制等. A. D.
Luca等[4,5]研究了第1个关节受驱动, 第2个关节为
被动的2R(两个关节都为转动关节), PR(第1个关节
为移动关节, 第2个关节为转动关节)机械臂的稳定
性问题. H. Arai[6]利用构造轨迹方法证明了3R型平
面欠驱动机器机械臂是完全可控的, 并且通过非线
性反馈控制来稳定被构造轨迹, 试验结果也证明了
该构造方法的有效性. J. I. Imura等[7]研究了PPR型
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平面欠驱动机械臂的PTP控制. Mahindrakar等[8]利

用新方法同样研究了该机械臂的点位控制.国内对
欠驱动机器人的研究不是很多, 何广平等[9,10]对欠

驱动冗余度空间机器人的控制作了一些工作.虽然
如此, 目前还没有通用的理论来研究欠驱动机器人
的运动规划和控制.每一种方法一般只能适用于具
体的欠驱动系统.
本文研究了一个在水平面上运动的PPR型欠驱

动机械臂的点位控制问题,该机械臂包括两个移动
关节和一个转动关节, 并且转动关节上既无驱动器
也无制动器. 通过坐标和输入变换, 使将系统的动
力学方程变换成二阶链式系统形式,对链式系统, M.
C. Laiou[11], Y. P. Tian等[12]已经做了不少研究.本文
采用反步法来为系统设计稳定的控制器. 这种方法
直观、简单.

2 PPR平平平 面面面 欠欠欠 驱驱驱 动动动 机机机 械械械 臂臂臂 动动动 力力力 学学学 方方方
程程程(Dynamic equations of planar PPR under-
actuated manipulator)
研究如图1所示的在水平面运动的PPR型平面欠

驱动机械臂, 该机械臂的第1个和第2个关节是相互

正交的移动关节, 第3个关节是转动关节, 并且两个

移动关节是主动关节,转动关节是被动关节.

图 1 PPR型平面欠驱动机械臂

Fig. 1 Planar PPR under-actuated manipulator

设q = (x, y, θ)T 为第3个关节的位置矢量,

即x, y为关节三的位置, θ为连杆三的方位. f1, f2 为

两个移动关节的控制输入, m1,m2,m3分别表示3个

连杆的质量, I3为第3个连杆对其质心的转动惯量, d

为关节三到第3个连杆质心的距离. 根据拉格朗日方

程,得如下PPR平面欠驱动机械臂的动力学方程:



M123ẍ−M3θ̈ sin θ −M3θ̇
2 cos θ = f1,

M23ÿ + M3θ̈ cos θ −M3θ̇
2 sin θ = f2,

−M3ẍ sin θ + M3ÿ cos θ + Iθ̈ = 0.

(1)

其中: M123 = m1 +m2 +m3,M23 = m2 +m3,以及

I = I3 + m3d
2,M3 = m3d.

3 动动动力力力学学学方方方程程程变变变换换换(Transformations of dy-
namic equations )
为了利用反步法设计使系统稳定的控制器,下面

采用坐标和输入变换将系统动力学方程(1)等效成
成链式系统形式.
将下面的输入变换代入式(1):




f1 = −M3θ̇
2 cos θ + (M123 − M 2

3

I
sin2θ)ux+

M 2
3

I
uy sin θ cos θ,

f2 = −M3θ̇
2 sin θ +

M2
3

I
ux sin θ cos θ+

(M23 − M2
3

I
cos2θ)uy.

(2)

得 



ẍ = ux,

ÿ = uy,

θ̈ = γ(ux sin θ − uy cos θ).

(3)

其中: γ =
M3

I
, ux, uy是新的控制输入.

进一步,将以下的坐标以及输入变换代入式(3):



ε1 =(x− xd +
cos θ

γ
− cos θd

γ
) cos θd+

(y − yd +
sin θ

γ
− sin θd

γ
) sin θd,

ε2 =−(x− xd +
cos θ

γ
− cos θd

γ
) sin θd+

(y − yd +
sin θ

γ
− sin θd

γ
) cos θd,

ε3 = tan(θ − θd).

(4)





ux =(u1 sec(θ − θd) +
θ̇2

γ
) cos θ+

u2 cos2(θ−θd)−2θ̇2 tan(θ−θd)
γ

sin θ,

uy =(u1 sec(θ − θd) +
θ̇2

γ
) sin θ−

u2 cos2(θ−θd)−2θ̇2 tan(θ−θd)
γ

cos θ.

(5)

得如下形式的方程:



ε̈1 = u1,

ε̈2 = ε3u1,

ε̈3 = u2.

(6)

下面将(6)改写成状态方程的形式,令

y = (ε1, ε̇1, ε2, ε̇2, ε3, ε̇3), (7)

则方程(6)可以改写如下成两个子系统的形式:
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Σ1 :

{
ẏ1 = y2,

ẏ2 = u1,
Σ2 :





ẏ3 = y4,

ẏ4 = u1y5,

ẏ5 = y6,

ẏ6 = u2.

(8)

4 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
4.1 子子子系系系统统统Σ1的的的控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design

for the subsystem Σ1)
由于Σ1是一个线性可控系统, 很容易设计下面

的控制器：

u1 = −K(y2 + ky1)− ky2. (9)

其中K > k > 0为常数增益,就能使得子系统Σ1的

原点是渐近稳定的.
但是在子系统Σ2稳定趋近于原点之前, 如

果u1 = 0时, 那么子系统Σ2的控制输入u2 就成为

奇异的. 下面来找出使u1 = 0的y1, y2的初始条件域.
将式(9)代入子系统Σ1得

u1(t) = Cke−kt − CKe−Kt. (10)

其中 



Ck =
Kk2y1(0) + k2y2(0)

K − k
,

CK =
K2ky1(0) + K2y2(0)

K − k
.

(11)

如果u1 = 0,从式(10)可得如下不等式:

0 6 e−(K−k)t = Ck/CK 6 1, t ∈ [0,+∞). (12)

由式(12)可知, 如果y1, y2的初始条件域满足

式(12),那么u1 = 0.
图2为K = 4, k = 1时, y1, y2在各种初始条件下

的运动轨迹,粗线为奇异线,可以看出在不同的初始
条件下, 有的轨线要经过奇异线,有的不经过,凡是
经过奇异线的就表示系统Σ2稳定趋近于原点之前,
u1 = 0. 不经过奇异线表示系统Σ2稳定趋近于原点

之前, u1 6= 0. 图3的阴影(不包括两条奇异线)描述了
收敛域.

图 2 y1和y2的运动轨迹

Fig. 2 Trajectories of y1 and y2

图 3 控制器设计的收敛域

Fig. 3 Convergence region of the proposed controller

故在y1, y2的初始条件域不在图3所示的收敛域
中时(即子系统Σ2稳定趋近于原点之前u1 = 0), 可
以先通过控制输入u1 = const, u2 = 0,使y1, y2进入

收敛域以此来避免子系统Σ2的控制输入u2成为奇

异.
4.2 子子子系系系统统统Σ2的的的控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design

for the subsystem Σ2)
对于Σ2子系统的控制器设计, 利用反步法推导

使其渐近稳定于原点的的控制规律u2.
定义4个误差变量




δ1 = y3,

δ2 = y4 − α1(y3),

δ3 = y5 − α2(y3, y4),

δ4 = y6 − α3(y3, y4, y5).

(13)

式中α1, α2, α3为待定的虚拟反馈.下面在每一步构
造一个Lyapunov函数, 使每一状态分量具有适当的
渐近特性. 式(13)本质上为一微分同胚, 因此为镇
定原系统Σ2, 只需要镇定原系统状态yi+3, αi(i =
1, 2, 3)间的误差即可.
第第第1步步步 对δ1关于时间求导一次得

δ̇1 = y4 = −c3δ1 + c3y3 + y4. (14)

式中c3 > k > 0为增益常数. 取α1 = −c3y3并定义

Lyapunov函数V1 =
1
2
δ2
1 ,则





δ̇1 = −c3δ1 + δ2,

δ̇2 = u1y5 − α̇1,

V̇1 = −c3δ
2
1 + δ1δ2.

(15)

从式(15)可以看出,当δ2 = 0时, δ1 = 0是渐近稳
定的. 但是一般δ2 6= 0, 因此引入虚拟控制α2使误

差δ2具有期望的渐近性态. 为此进行下一步设计.

第第第2步步步 定义Lyapunov函数V2 = V1 +
1
2
δ2
2 , 取

α2 =
α̇1 − δ1 − c4δ2

u1

, 式中c4 > k > 0为增益常数,
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则 



δ̇1 = −c3δ1 + δ2,

δ̇2 = −δ1 − c4δ2 + u1δ3,

δ̇3 = y6 − α̇2,

V̇2 = −c3δ
2
1 − c4δ

2
2 + u1δ2δ3.

(16)

在函数α2的选取中, 系数c3 > k, c4 > k的目的

是保证α̇1 − δ1 − c4δ2 = o(u1).

从式(16)可以看出,当δ3 = 0时, δ1 = 0, δ2 = 0是
渐近稳定的. 但是一般δ3 6= 0, 因此引入虚拟控

制α3使误差δ3具有期望的渐近性态. 为此进行下一

步设计.

第第第3步步步 定义Lyapunov函数V3 =V2+
1
2
δ2
3 ,取α3 =

α̇2 − δ2u1 − c5δ3,式中c5 > 0为增益常数,则



δ̇1 = −c3δ1 + δ2,

δ̇2 = −δ1 − c4δ2 + u1δ3,

δ̇3 = −u1δ2 − c5δ3 + δ4,

δ̇4 = u2 − α̇3,

V̇2 = −c3δ
2
1 − c4δ

2
2 − c5δ

2
3 + δ3δ4.

(17)

从式(17)可以看出, 当δ4 = 0时, δ1 = 0, δ2 =
0, δ3 = 0是渐近稳定的. 但是一般δ4 6= 0,因此可以

选取控制u2使误差δ4具有期望的渐近性态. 为此进

行第4步设计.

第第第4步步步 定义Lyapunov函数V4 = V3 +
1
2
δ2
4 ,选取

反馈控制规律u2 = α̇3 − δ3 − c6δ3, c6 > 0为增益常
数,则 




δ̇1 = −c3δ1 + δ2,

δ̇2 = −δ1 − c4δ2 + u1δ3,

δ̇3 = −u1δ2 − c5δ3 + δ4,

δ̇4 = −δ3 − c6δ4,

V̇2 = −c3δ
2
1 − c4δ

2
2 − c5δ

2
3 − c6δ

2
4 .

(18)

从式(18)可以看出, 当u2 = α̇3 − δ3 − c6δ4时,

δ1 = 0, δ2 = 0, δ3 = 0, δ4 = 0是渐近稳定的. 同时虚

拟反馈在选取系数c3 > k, c4 > k时也是渐近趋近于

零. 那么Σ2在y3 = 0, y4 = 0, y5 = 0, y6 = 0是渐近
稳定的.

综上所述,在上述反步法中给定的虚拟控制及如

下反馈控制{
u1 = −K(y2 + ky1)− ky2,

u2 = α̇3 − δ3 − c6δ3.
(19)

作用下子系统Σ1, Σ2为渐近稳定的.

5 模模模型型型仿仿仿真真真(Simulation)
仿真模型如图1所示, 机械臂的三根连杆是均

质杆且质量分别为m1 = m2 = 2 kg,m3 = 1 kg,
关节三到第3个连杆质心的距离d = 0.5 m, 连
杆三对其质心的转动惯量I3 = 0.0833 (kg ·m2),
选取常数增益系数K = 4, k = 1, c3 = c4 =
c5 = c6 = 3. 设系统状态变量的初始值以及
期望值分别为(x(0), y(0), θ(0), ẋ(0), ẏ(0), θ̇(0)) =
(1.2, 0.5, π/6,−2, 0, 0)以及(xd, yd, θd, ẋd, ẏd, θ̇d) =
(0, 0, 0, 0, 0, 0), 根据初始条件, 通过(4), 可以
计 算 出(ε1(0), ε2(0), ε3(0), ε̇1(0), ε̇2(0), ε̇3(0)) =
(1.1107, 0.8333, 0.5774, 0, 0, 0) 利用(19)设计出的
稳定控制器,得到仿真结果如图4和图5所示.

图 4 PPR型平面欠驱动机械臂各关节的运动轨迹

Fig. 4 Trajectories of planar PPR under-actuated manipulator

图 5 PPR型平面欠驱动机械臂各关节的速度函数
Fig. 5 Joint velocities of planar PPR under-actuated

manipulator

结果显示,第4节设计的控制器能够稳定地使系
统从初始状态运动到给定状态.

6 结结结论论论(Conclusion)
研究了PPR型平面欠驱动机械臂的点位控制问

题. 经过输入和坐标变换, 将系统的分成两个子系
统.利用反步法推导出使得系统指数渐近稳定的控
制器. 通过PPR型平面欠驱动机械臂进行仿真,仿真
结果显示该机械臂能够稳定地从一个点运动到给定

的点,从而也证明了控制器设计的有效性.
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