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摘要:利用 Lyapunov函数方法克服“相空间”与“事件空间”之间的不一致,以考虑时滞切换系统稳定性的分
析与综合.其一,对将多Lyapunov函数方法推广至时滞情形,由此给出子系统稳定性准则及切换序列的约束条件,使
整个系统是指数稳定的. 其二,对于不稳定的时滞子系统,提出了保证观测误差在任意切换作用下指数衰减的观测
器设计方法,并构造出基于估计状态的切换序列,使状态变量指数收敛.
关键词:切换系统;时滞;指数稳定性; Halanay型不等式
中图分类号: TP273 文献标识码: A
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Abstract: Lyapunov function approach is introduced to investigate the stability of switched systems with delay for
overcoming the discordance between the“phase space”and“event space”, and yields results both in analysis and syn-
thesis. Firstly, the multiple Lyapunov functions approach is generalized for the case of time-delay, from which the stability
criterion of subsystems and the constraint condition on switching sequence are established for preserving the exponential
stability of the switched system. Secondly, for the unstable subsystems with delay, the state-observer is designed to guar-
antee the exponential decay of the estimation error undergoing arbitrary switching action, and the switching law is also
constructed from the estimated state to make state variables be exponentially convergent to zero.
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1 引引引言言言 (Introduction)
时滞与切换是影响系统稳定性的重要因素,二者

相互耦合可能导致复杂的动力学行为.切换系统通
常描述为若干子系统在切换信号驱动下构成的动力

学系统,其稳定性问题一般可归结为[1]:
问问问题题题 1 寻求保证系统在任意切换序列作用下一

致渐近稳定的条件;
问问问题题题 2 寻求切换序列的约束, 系统在满足约束

的切换序列驱动下一致渐近稳定;
问问问题题题 3 若所有子系统均不稳定, 设计切换控制

使得整个系统渐近稳定.
逐段光滑Lyapunov函数与多Lyapunov函数方法

是切换系统稳定性研究中具有代表性的成果.
由于切换系统的复杂性, 正定二次Lyapunov函
数[2,3]已不敷研究之需. 欧氏空间中包围原点的

凸多面体的Minkowskii泛函构成了完备, 且逐段光
滑的Lyapunov函数类[4], 直观几何理解为:任何形
式Lyapunov函数的等势面所界定的不变集可以由
凸多面体从内部任意逼近, 反之则不然. 基于此
类Lyapunov函数及相关计算技术分别得到关于问
题(1)与问题(3)的充分必要条件[5,6].
泛函微分方程的相空间为无限维函数空间, 而

触发切换的“事件”为有限维欧氏空间中元素,这
种不一致性是推广切换系统稳定性研究方法的困

难所在. 文献[7, 8]分别基于Lyapunov-Krasovskii泛
函与Lyapunov-Razumikhin函数方法将文献[9]中关
于一般度量空间上非连续混杂动力系统稳定性分析

的充分性结论推广至时滞情形. 泛函与函数方法的
差别体现于构造原理与分析技巧方面. 对于具有时
不变系数矩阵的时滞系统,借助将离散型时滞转化
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为分布型时滞的变换及相应的泛函构造技巧可以导

出各种与时滞相关的稳定性判据[10];对于时变问题,
这种变换效应的积累致使稳定性分析失去基本的因

果性. 在泛函微分方程不变性原理的构造性研究及
非连续系统稳定性分析中[11], Lyapunov函数则体现
了特有的灵活性. 在泛函方法的框架下,切换系统稳
定性研究的许多方法难以推广, 例如多Lyapunov函
数方法根植于其在欧氏空间中的几何相容性1,而对
于一般的Lyapunov-Krasovskii泛函,这种相容性并不
成立.
本文利用Lyapunov函数方法的灵活性, 并结合

微分不等式技巧, 以考虑时滞切换系统稳定性的基
本问题.其一,将多Lyapunov函数方法推广至时滞情
形, 由此刻画出子系统稳定性准则与切换序列的约
束条件,使整个系统是指数稳定性的; 其二,设计状
态观测器重构系统状态,并由此构造镇定切换序列,
使状态变量是指数衰减的.

2 记记记号号号与与与引引引理理理 (Notations and Lemmas)
Cn,r := C([−r, 0],Rn)表示由[−r, 0]映入Rn的

具有一致范数的连续函数构成的Banach空间,
xt ∈ Cn,r含义为xt(θ) := x(t + θ), θ ∈ [−r, 0];
|·|, ‖·‖ 分别表示Rn, Cn,r上的度量. 对于实对称矩
阵, λmax(·), λmin(·)表示其最大与最小特征值. D+为

实值连续函数的右导数算子.
引引引理理理 1 (Halanay不等式[12]) 若 r > 0, a >

b > 0, u(t) > 0为连续实值函数, 满足微分不等
式D+u(t) 6 −au(t) + b sup

−r6θ60

u(t + θ), t > t0,

则u(t) 6 sup
−r6θ60

u(t0 + θ)e−µ(t−t0), t > t0, µ > 0满

足µ− a + beµr = 0.
引引引理理理 2 如果r > 0, a > b > 0, c > 0, h > 0;

u(t) > 0, 0 < w(t) 6 ce−h(t−t0), t > t0 分

别为连续实值函数与可测实值函数, 满足微分
不等式D+u(t) 6 −au(t) + b sup

−r6θ60

u(t + θ) +

w(t), t > t0, 那么对于给定初始条件ut0 ∈
Cn,r, 存在p(ut0) > 1, 使得u(t) 6 p sup

−r6θ60

u(t0 +

θ)e−λ(t−t0), t > t0. 其中λ := min{µ, λ}, µ > 0满
足µ− a + beµr = 0.
证证证 不妨设µ 6= h. f(µ) = µ−a+beµr, µ > 0为

严格增函数,因此存在下述两种情形.
情情情形形形 1 若h > µ, 则h > a − behr. 设v(t) :=

c

h− (a− behr)
e−h(t−t0), t > t0满足非齐次微分方

程

v̇(t) + (a− behr)v(t) = −ce−h(t−t0), t > t0,

从而

D+u(t) 6
−au(t)+b sup

−r6θ60

u(t+θ)−[v̇(t)+(a−behr)v(t)],

t > t0,

即

D+[u(t) + v(t)] 6
−a[u(t)+v(t)]+b[ sup

−r6θ60

u(t+θ)+ehrv(t)]=

−a[u(t) + v(t)] + b sup
t−r6θ6t

[u(θ) + v(θ)], t > t0.

依据引理1知
u(t) + v(t) 6 sup

−r6θ60

[u(t0 + θ) + v(t0 + θ)].

进而对于t > t0成立

u(t)6 sup
−r6θ60

[u(t0+θ) +
cehr

h−(a−behr)
]e−µ(t−t0).

(1)

情情情形形形 2 若h < µ, 则h < a − behr. 设v(t) :=
c

(a−behr)−h
e−h(t−t0), t> t0满足非齐次微分方程

v̇(t) + (a− behr)v(t) = ceh(t−t0), t > t0.

给定ut0 ∈ Cn,r,只有下述可能性之一成立
①存在0 < l < k,使得

lv(t) 6 u(t) 6 kv(t), t > t0;
②存在τ > t0,使得u(t) > v(t), t > τ − r.
若二者均不成立, 则由v(t)指数收敛性推

知u(t)存在振荡间断点,与其连续性相矛盾.
如果①成立, 那么依据u(t)连续性可知, 存

在p(ut0) > 1,使得对于t > t0成立

u(t) 6 p sup
−r6θ60

u(t0 + θ)e−h(t−t0). (2)

如果②成立, 那么对于t > τ成立D+u(t) 6
−au(t)+ b sup

−r6θ60

u(t+ θ)+ [v̇(t)+ (a− behr)v(t)],

即

D+[u(t)− v(t)] 6
−a[u(t)−v(t)]+b[ sup

−r6θ60

u(t+θ)−ehrv(t)]=

−a[u(t)−v(t)]+b[ sup
t−r6θ6t

u(θ)− sup
t−r6θ6t

v(θ)]6

−a[u(t)−v(t)] + b sup
t−r6θ6t

[u(θ)− v(θ)], t > τ.

依据引理1知

0<u(t)−v(t)6 sup
−r6θ60

[u(τ +θ)−v(τ +θ)]e−µ(t−τ),

t > τ,

1拓扑空间{Ω, τ}上非负连续实值函数u, v具有几何相容性,如果存在0 < α < β,使得αv(ω) 6 u(ω) 6 βv(ω), ∀ω ∈ Ω.
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由此得到

u(t)6v(t)+ sup
−r6θ60

[u(τ +θ)−v(τ +θ)]e−h(t−τ) 6

sup
−r6θ60

[u(τ + θ) + ce−(τ−t0)]e−h(t−τ), t > τ. (3)

根据u(t)在[t0, τ ]上的一致连续性, 可知在此情形下
结论成立.
通过上述各种情形的讨论及式(1)∼(3),得证.

3 多多多Lyapunov函函函数数数方方方法法法稳稳稳定定定性性性分分分析析析 (Stabil-
ity analysis via the multiple Lyapunov func-
tions approach)
考虑由线性时滞子系统

ẋ(t) = Aixt(0) + Ai1xt(−r), t > t0,

i ∈ {1, · · · , N}. (4a)

在取值于指标集{1, · · · , N}的右连续切换信
号s(t), t > t0驱动下构成的切换系统. 其中x ∈
Rn, r > 0为状态变量与时滞常数, {Ai, Ai1}N

i=1
为

适当维数矩阵. 根据切换信号随时间的演化将其表
述为序列形式

s : =
{
(t0, π(0)), · · · (tk, π(k)), · · · |

ti < tj, i < j; lim
k→∞

tk = ∞}
. (4b)

其中tk, π(k) ∈ {1, · · · , N}, k = 1, 2, · · · ,为切换时

刻与相应的切换信号取值.
切换系统为非连续的时变系统,其时变特性取决

于切换序列的行为.本文的目的是寻求子系统(4a)的
稳定性判据与切换序列(4b)的约束条件,使得整个系
统保持指数稳定性.
引引引理理理 3 若存在常数γ > 1, 使得关于对称矩

阵P > 0的线性矩阵不等式[
A′P + PA + γP PA1

A′
1P − P

]
< 0 (5)

可解, 则时滞系统ẋ(t) = Axt(0) + A1xt(−r), t >
t0零解是指数稳定的.
证证证 构造Lyapunov函数V (x) = x′Px,根据不等

式(5)知,其沿着方程解轨线的导数满足如下估计

V̇ (t) = 2x′t(0)P [Axt(0) + A1xt(−r)] 6
x′t(0)[A′P + PA + PA1P

−1A′
1P ]xt(0) +

x′t(−r)P × xt(−r) 6
−γV (t) + sup

−r6θ60

V (t + θ), t > t0,

由引理1, V (t) 6 sup
−r6θ60

V (t0 + θ)e−µ(t−t0), t > t0;

µ > 0满足µ− a + beµr = 0. 因此,

|x(t)|6 [
λmax(P )
λmin(P )

]
1
2 sup
−r6θ60

|x(t0+θ)|e
−µ
2

(t−t0), t> t0.

证毕.
定定定理理理 1 如果存在常数{γi > 1}N

i=1, 使得关于
对称矩阵{Pi > 0}N

i=1的线性矩阵不等式[
A′

iPi+PiAi+γiPi PiAi1

A′
i1Pi − Pi

]
<0, i∈{1, · · · , N}

分别可解, 那么存在常数TD > 0, 使得在满足如下
约束条件的切换序列

s :=
{

(t0, π(0)),· · ·(tk, π(k)),· · · ,

| inf
k>0

(tk+1−tk) > TD

}

驱动下,系统(4)保持指数稳定.
证证证 构造Lyapunov函数{Vi(x) = x′Pix}N

i=1.

设χ := max
16i,j6N

{λmax(Pi)
λmin(Pj)

∣∣i 6= j} > 1, 则Vi(x) 6
χVj(x);∀x ∈ Rn, i, j ∈ {1, · · · , N}.
设{µi > 0}N

i=1分别满足{µ− γi + eµr=0}N
i=1. 依

据引理3,对于k = 0, 1, · · · ,成立
Vπ(k)(t−k+1)6 sup

−r6θ60

Vπ(k)(tk+θ)e−µπ(k)(tk+1−tk). (6)

对于θ ∈ [−r, 0],存在如下估计

Vπ(k)(tk + θ) 6 χVπ(k−1)(tk + θ) 6
χ[ sup
−r6θ60

Vπ(k−1)(tk−1+θ)]e−µπ(k−1)(tk+θ−tk−1)6

χ[ sup
−r6θ60

Vπ(k−1)(tk−1+θ)]×

erµπ(k−1)e−µπ(k−1)(tk−tk−1). (7)

依据式(6)(7)可知

Vπ(k)(t−k+1) 6
χ[ sup
−r6θ60

Vπ(k−1)(tk−1 + θ)]×

erµπ(k−1)e−µπ(k−1)(tk−tk−1)e−µπ(k)(tk+1−tk).

设µ̄ := max{µ1, · · · , µN}, µ := min{µ1, · · · ,

µN},递归得到

Vπ(k)(t−k+1) 6

sup
−r6θ60

Vπ(0)(t0+θ)χk
k−1∏
i=0

erµπ(i)

k∏
i=0

e−µπ(i)(ti+1−ti) 6

sup
−r6θ60

Vπ(0)(t0 + θ)[χerµ̄]ke−µ(tk+1−t0). (8)

选取TD >
rµ + lnχ

µ
. 若切换序列满足约
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束tk+1 − tk > TD; k = 0, 1, · · · ,则可知
k 6 tk − t0

TD

; k = 0, 1, · · · . (9)

设λ :=
−1
2

(
rµ̄ + lnχ

TD

− µ) > 0,依据式(8)(9)得到

Vπ(k)(t−k+1) 6

sup
−r6θ60

Vπ(0)(t0 + θ)[χerµ̄]
tk−t0

TD e−µ(tk+1−t0) =

sup
−r6θ60

Vπ(0)(t0+θ) exp[(
rµ+lnχ

TD

−µ)(tk+1−t0)].

(10)

根据式(10)推知

|x(tk+1)| 6 χ
1
2 sup
−r6θ60

|x(t0 + θ)|e−λ(tk+1−t0).

证毕.
若Ai1 = 0, i ∈ {1, · · · , N}, r = 0, 即时滞项消

失,则定理1的结论与无时滞条件下的多Lyapunov函
数方法的分析结论是一致的[1].

4 基基基于于于估估估计计计状状状态态态的的的镇镇镇定定定镇镇镇定定定切切切换换换控控控制制制 (Sta-
bilizing switching control constructed from
the estimated state)
考虑两个不稳定线性时滞子系统{

ẋ(t) = Aixt(0) + Ai1xt(−r),

y(t) = Cixt(0); t > t0, i ∈ {1, 2}, (11a)

即
{
det

(
λIn −Ai −Ai1e−rλ

)
= 0

}2

i=1
存在位于复

平面右半闭平面的根[11]. 假设时滞常数精确已知,
y ∈ Rp为量测输出, {Ci}2

i=1为适当维数矩阵. 本文
的目的是构造取值于{1, 2}的切换控制

s(t) = Π
(
x̂(t), s(t−)

)
, t > t0, (11b)

使得在其驱动下系统状态指数衰减; 其中估计状
态x̂(t)取自全维观测器

˙̂x(t) = As(t)x̂t(0) + As(t)1x̂t(−r) +

Ls(t)[Cs(t)x̂t(0)− y(t)], t > t0, (12a)

{Li}2
i=1为适当维数的观测器反馈增益矩阵. 观测误

差x̃(t) = x(t)− x̂(t), t > t0 − r的动力学方程为

˙̃x(t) =
[
As(t) + Ls(t)Cs(t)

]
x̃t(0) + As(t)1x̃t(−r).

(12b)

观测误差随切换序列的演化过程是不可预见的,
因此其在任意切换序列作用下的稳定性是镇定切换

控制(11b)存在的必要条件.
引引引理理理 4 若子系统观测器反馈增益矩阵取

为{Li := P−1Wi}2

i=1, 其中对称矩阵P > 0, Q > 0

与矩阵{Wi ∈ Rn×p}2

i=1满足下列线性矩阵不等式[
Ξi rPAi1

rA′
i1P − rQ

]
< 0, i ∈ {1, 2}, (13)

其中

{Ξi :=

(Ai+Ai1)′P +P (Ai+Ai1)+WiCi+C ′
iW

′
i}2

i=1,

则存在常数β > 1, ν > 0, 使得|x̃(t)| 6 β‖x̃t0‖
e−ν(t−t0), t > t0在任意切换序列作用下成立.
证证证 设{Āi := Ai + Ai1 + LiCi}2

i=1. 观测误差
方程(12b)在任意切换作用下的稳定性等价于下列
泛函微分方程的指数稳定性

˙̃x(t) = Āx(t)x̃t(0) + A1(t)x̃t(−r) =

[Ā(t) + A1(t)]x̃t(0) + A1(t)zt(−r), t > t0,

其中: Ā(t) :=
2∑

i=1

mi(t)Āi, A1(t) :=
2∑

i=1

mi(t)Ai1;

{0 6 mi(t) 6 1}2
i=1为Lebesgue可 测 函 数,

且m1(t) + m2(t) = 1, t > t0; zt(θ) := x̃t(θ) −
x̃t(0),−r 6 θ 6 0,满足zt(0) ≡ 0, t > t0.
由(13)的线性与严格性可知,存在0<l<1,使得
2∑

i=1

miĀ
′
iP + P

2∑
i=1

miĀi + rP (
2∑

i=1

miAi1)Q−1 ×

(
2∑

i=1

miA
′
i1)P + (1− l)P < 0, (14)

其中0 6 m1,m2 6 1,m1 + m2 = 1.
构造状态变换ξ(t) := e 1

2 (t−t0)x̃(t), t > t0, 依

据ξ̇(t) = e
1
2
(t−t0)[

1
2
x̃(t) + ˙̃x(t)]知,对于t > t0成立

ξ̇(t) = [Ā(t) + A1(t) +
1
2
In]ξt(0) + A1(t)ηt(−r).

(15)

其中ηt(θ) := e−
1
2

θξt(θ) − ξt(0),−r 6 θ 6 0, 满
足ηt(0) ≡ 0, t > t0. 构造Lyapunov-Krasovskii泛

函V (ξt) = rξ′t(0)Pξt(0) +
w 0

−r
η′t(θ)Qηt(θ)dθ,通过

不等式(14)推知其沿着方程(15)解轨线的导数

D+V (ξt) =

2r
[(

Ā(t) + A1(t) + 1
2
In

)
ξt(0) + A1(t) ×

ηt(−r)]′ Pξt(0)− η′t(−r)Qηt(−r) 6
ξ′t(0)[r

(
Ā(t) + A1(t)

)′
P + rP

(
Ā(t) +

A1(t)) + r2PA1(t)Q−1A′
1(t)P + rP ]×

ξt(0) 6 rlξ′t(0)Pξt(0), t > t0. (16)

设w(t) := rξ′t(0)Pξt(0) = ret−t0 x̃′t(0)Px̃t(0), t >
t0,依据(16)可知
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w(t) 6 V (ξt) 6 V (ξt0) +
w t

t0
D+V (ξτ )dτ 6

V (ξt0) + l
w t

t0
w(τ)dτ, t > t0.

对于t > t0,利用Gronwall不等式得到

w(t) 6 V (ξt0)e
l(t−t0) 6

r [λmax(P ) + λmax(Q)] ‖x̃t0‖2el(t−t0).

设β :=[
λmax(P )+λmax(Q)

λmin(P )
] 1
2 , ν :=

1−l

2
,由此推知

|x̃(t)| 6 β‖x̃t0‖e−ν(t−t0), t > t0, (17)

在任意切换作用下成立. 证毕.
定定定理理理 2 如果引理4的条件成立, 并且存在γ >

1, 0 6 δ1, δ2 6 1满足δ1 + δ2 = 1,使得关于对称矩
阵P > 0的线性矩阵不等式


2∑
i=1

δiA
′
iP +P

2∑
i=1

δiAi+γP δ1PA11 δ2PA21

δ1A
′
11P − δ1P 0

δ2A
′
21P 0 − δ2P


<0

(18)

可解,那么存在基于估计状态的切换控制,在其驱动
下系统(11)的状态变量是指数衰减的.
证证证 设Ωi :=

{
x ∈ Rn

∣∣x′ (A′
iP + PAi + PAi1

×P−1A′
i1P + γP ) x < 0} , i ∈ {1, 2}为Rn中开集.

不等式(18)等价于
2∑

i=1

δi(A′
iP + PAi + PAi1P

−1 ×

A′
i1P +γP ) < 0,进而蕴涵Rn =

2⋃
i=1

Ωi

⋃{0}. 据此,

构造镇定切换序列

s(t) = arg min
i∈{1,2}

{ x̂′t(0) [ A′
iP + PAi + PAi1 ×

P−1A′
i1P + γP ] x̂t(0)}. (19)

记{Hi := LiCi}2
i=1. 构造Lyapunov函数V (x̂) =

x̂′Px̂,依据切换控制(19)的极小化性质知,其沿着系
统(12)(19)解轨线的导数

D+V (t) =

2
[
As(t)x̂t(0)+As(t)1x̂t(−r)−Hs(t)x̃t(0)

]′
Px̂t(0)=

x̂′t(0)
[
A′

s(t)P + PAs(t)

]
x̂t(0) +

2x̂′t(−r)A′
s(t)1Px̂t(0)− 2x̂′t(0)PHs(t)x̃t(0) 6

x̂′t(0)
[
A′

s(t)P + PAs(t) + PAs(t)1P
−1 ×

A′
s(t)1P + εP

]
x̂t(0) + x̂′t(−r)Px̂t(−r) +

ε−1‖P‖‖Hs(t)‖2|x̃t(0)|2 6
−(γ−ε)V (t)+ sup

−r6θ60

V (t+θ)+M |x̃t(0)|2,
t > t0. (20)

其中: 0 < ε < γ − 1, M := ε−1 max
i∈{1,2}

{‖P‖‖Hi‖2}.

对于t > t0,依据式(17)(20)推知

D+V (t) 6−(γ − ε)V (t) + sup
−r6θ60

V (t + θ) +

Mβ2 sup
−r6θ60

|x̃(t0 + θ)|2e−2ν(t−t0).

由引理2知, 存在p (x̂t0) > 1, 使得V (t) 6
pV (x̂t0) e−λ(t−t0), t > t0,因此得到

|x̂(t)| 6 κ‖x̂t0‖e−
λ
2

(t−t0), t > t0, (21)

其中λ := min{µ, 2ν}, κ := p
1
2

[
λmax(P )
λmin(P )

] 1
2

,

µ > 0满足µ− (γ − ε) + eµr = 0.
对于t > t0,结合式(17)(21)可知

|x(t)| = |x̂(t)+x̃(t)| 6 [κ‖x̂t0‖+ β‖x̃t0‖] e−
λ
2

(t−t0).

证毕.

5 仿仿仿真真真 (Simulation)
仿真验证引理4与定理2的结论.设时滞常数r =

1.0 s,子系统系数矩阵为

A1 =

[
1.0 − 1.0
1.0 − 2.8

]
, A11 =

[
−0.6 0.8
−1.2 0.8

]
,

C1 =

[
0.8
0.6

]′
, A2 =

[
−2.4 1.0
−1.6 1.0

]
,

A21 =

[
0.8 − 0.8
0.8 − 0.6

]
, C2 =

[
1.0
−0.6

]′
.

依 据 引 理4设 计 子 系 统 观 测 器 反 馈 增 益
矩阵为L1 = [−1.23 − 0.56]′, L2 = [−0.71 1.50]′;
矩阵不等式(18)的一组解为γ = 1.06, δ1 =

0.44, δ2 = 0.56, P =

[
7.17 − 4.40

−4.40 5.25

]
. 切换控

制(19)驱动下状态变量轨线如图1所示.

图 1 镇定切换控制驱动下状态变量轨线

Fig. 1 Forced trajectories of state variables under stabilizing

switching control
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6 结结结束束束语语语 (Conclusions)
本文利用Lyapunov函数与Halanay微分不等式考

虑时滞切换系统稳定性的基本问题.在分析方面,将
多Lyapunov函数方法推广至时滞情形;在设计方面,
构造出基于估计状态的切换序列, 使状态变量是指
数收敛的. Halanay型不等式条件的可构造性与结论
的解析性使其较之于经典的Razumikhin型定理方法
更为灵活. 局限性与保守性是Lyapunov函数方法的
固有缺陷,克服这些不足有待进一步研究.
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