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摘要:研究n阶线性定常系统在PI控制下衰减度与H∞指标的相容性问题.首先基于D-分割法和边界穿越定理,分
别推导了描述PI控制器参数稳定域边界、PI控制器满足期望的衰减度指标的参数边界和期望的H∞指标的参数边
界的解析表达式. 再应用满意控制思想,对上述期望指标的相容性进行了分析,给出了相容指标较好的取值范围.
当上述两类指标相容时,可以迅速得到整个PI控制器相容性解集(满意解集). 用一个算例说明了所提出的设计方法
的有效性.
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Consistency of decay ratio and H-infinity indices in PI control
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Abstract: The consistency of decay ratio index and H-infinity index under PI control for n-order linear time-invariant
systems is considered in this paper. Based on the D-partition technique and the boundary cross theorem, the analytic
expressions for describing the stabilizing boundaries, the parameter boundaries with the expected decay ratio index and H-
infinity index of PI controller are derived, respectively. Using the idea of satisfactory control, the consistency of the above
expected indices is analyzed and a good range of the consistent index is proposed. The whole consistency solution set (the
satisfactory solution set) of PI controller can be quickly determined when the above two types of indices are consistent. A
numerical example also shows the validity of the proposed design method.
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1 引引引言言言(Introduction)
设计控制系统时通常需要考虑以下两个方面的

要求: 一方面要考虑选用的控制器结构尽可能简单,
阶次较低或为固定阶次, 易于工程实现(如PI/PID控
制器);另一方面所设计的控制系统必须同时满足给
定的性能指标集. 然而,在过去几十年里,尽管现代
最优控制技术, 如H∞, H2控制技术

[1]得到了长足发

展, 但因为所求得的控制器阶次高、结构复杂等原
因难以应用于实际工程控制中[2]. 因而设计结构简
单、阶次低能同时满足期望指标集的控制器具有重

要的工程实践意义.
自Ziegler和Nichols提出PID控制器自整定方法

以来, 众多学者针对不同的控制过程和模型、不
同的控制器设计指标推导出许多PID控制器设计方
法[3]. 然而, 传统的PID控制调试方法往往具有试凑
性质,难以满足多个期望的性能指标要求;或者是针

对某一指标设计出唯一一组最优或次优的PID控制
参数, 但由于种种原因, 如建模误差、参数摄动、环
境变化以及工程实现等原因,最优或次优解往往达
不到预期的效果.控制系统设计往往是一个工程的
子项目, 为了保证全部性能指标的实现, 人们期望
的控制策略是一个尽可能大的满意解集. 满意控
制[4]在这种需求下应运而生. 满意控制认为, 实际
设计的控制系统必须满足多个给定的性能指标,即
期望指标集. 而期望的性能指标一般包括:以区域极
点(衰减度)指标表征的快速性, 以稳态方差表征的
稳态精度和以H∞指标表征的对有界扰动的抑制能

力. 满意控制称满足各个单项期望指标所对应的解
集的非空交集为期望指标的相容性解集(满意解集).
本文应用满意控制思想,研究n阶线性定常系统

具有衰减度和H∞约束指标的PI控制的相容性问题,
给出一种有效求解满意解集的方法.
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2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑n阶线性定常系统PI控制的单位反馈问题,

如图1所示.

图 1 PI反馈控制系统方框图

Fig. 1 Block diagram of the PI feedback control system

图1中: r(t)为参考输入, u(t)为控制信号, d(t)为
扰动输入, y(t)为系统输出. Gp(s)为n阶线性定常系

统:

Gp(s) =
N(s)
D(s)

. (1)

式(1)中N(s)和D(s)为互质实多项式{
N(s)=amsm+am−1s

m−1+· · ·+a1s+a0,

D(s) = sn + bn−1s
n−1 + · · ·+ b1s + b0.

(2)

式(2)中am 6= 0, m6n. C(s)为PI控制器

C(s) = kp +
ki

s
. (3)

由d(t)到y(t)的扰动传递函数为

Gyd(s) =
Gp(s)

1 + C(s)Gp(s)
. (4)

PI控制器设计的期望指标集如下:
a) 衰减度指标

Re[δ(s)] 6 −α, α > 0. (5)

式(5)中δ(s)为闭环系统的特征多项式, Re[·]表示多
项式的零点实部, α为衰减度.

b) H∞指标

‖Gyd(s)‖∞ = sup
ω∈R

|Gyd(jω)| 6 γ, γ > 0. (6)

式(6)中γ为有界扰动抑制水平. 下面给出衰减度指
标α与H∞指标γ的相容性定义.
定定定义义义 1 给定衰减度指标α与H∞指标γ, 若

图1系统存在PI控制器增益向量q = [kp, ki]T, 使对
应的闭环系统同时满足期望指标式(5)(6), 则称衰
减度指标α与H∞指标γ相对系统(1)的PI控制是相容
的.

3 D-分分分割割割法法法(D-partition method)
考虑反馈控制系统的闭环特征函数

δ(s;L, q) = [sn + bn−1(q)sn−1 + · · ·+ b1(q)s + b0] +

[am(q)sm + am−1(q)sm−1 + · · ·+
a1(q)s + a0]e−sL. (7)

式(7)中ak(q)和bk(q)分别为控制器参数向量q的连

续函数, q = [q1, q2, · · · , ql]T. L为系统时滞常数,
L∈H ⊂ R, q∈Q ⊂ Rl, H×Q⊂Rl+1, R为实数集.
对给定的l阶参数向量q 和时滞常数L, 若特征

函数δ(s;L, q)无非负实部零点, 则称其是渐近稳定
的. 若L=0时, 特征函数δ(s; 0, q) 为代数多项式, 只
有有限个零点. 若L>0, 特征函数δ(s;L, q)有无穷
多个零点. 若m<n或m=n且0<|am(q)|<1时, 特征
函数δ(s;L, q)只有有限个具有正实部的零点. 由
于δ(s;L, q)的零点为控制器参数向量q和时滞常

数L的连续函数, 空间H × Q 被超曲面分割成若
干个区域, 超曲面上的点对应的δ(s;L, q)至少有一
个纯虚根或s = ∞,这种分解法称为空间H×Q的D-
分割法. 由边界穿越定理[5]可知,只有当δ(s;L, q)的
零点穿越虚轴或穿越无穷时, 具有正实部的零点个
数之和才有可能发生改变.因此,参数空间H × Q中
每一分割区域中的点所对应的闭环系统的特征函

数δ(s;L, q),具有不变的右半复平面极点(RHP, right
half pole of the complex plane)个数[6].

D-分割法的实质实际上是将复平面s的虚轴映

射为参数空间H × Q的超曲面,根据实数根穿越原
点和穿越无穷,复根穿越虚轴得出D-分割边界.

∂D = ∂D0 ∪ ∂Dω ∪ ∂D∞. (8)

式(8)中



∂D0 ≡ {(L, q) ∈ H×Q : δ(0;L, q) = 0},
∂Dω ≡ {(L, q) ∈ H×Q : δ(±jω;L, q) = 0,

∀ω ∈ (0,∞)},
∂D∞ ≡ {(L, q) ∈ H×Q : 当m = n,L 6= 0时 ,

|am(q)| = 1; 当m = n,L = 0时 ,

am(q) + 1 = 0}.
(9)

4 主主主要要要结结结论论论(Main results)
首先基于D-分割法和边界穿越定理, 推导了描

述PI控制器参数稳定域边界、PI控制器满足期望的
衰减度指标的参数边界和期望的H∞指标的参数边

界的解析表达式,最后给出了相容性解集求取策略.
定定定理理理 1 给定被控系统Gp(s), PI控制器的参数

平面kp-ki被可能的直线a), b)和曲线c)分割成若干个
区域,对应闭环系统特征多项式

δ(s) = sD(s) + (kps + ki)N(s). (10)

每一区域内的点q = [kp, ki]T所对应的δ(s)具有不
变的RHP个数.

a) 若a0 6= 0, ki = 0;若a0 = 0,无此直线;
b) 当m = n时, kp = −1/am;当m < n时;无此

直线;
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c) {
kp = −I(ω)/ω,

ki = −R(ω),
ω ∈ (0,∞),





R(ω) = Re[
jωD(jω)
N(jω)

],

I(ω) = Im[
jωD(jω)
N(jω)

].

证证证 令s = jω,将其代入式(10)中得

δ(jω) = jωD(jω) + (jωkp + ki)N(jω). (11)

根据D-分割法和边界穿越定理,可得如下3个边界条
件:

1) ∂D0 : s = 0,实根穿越原点.
由δ(0) = 0可得a0ki = 0. 若a0 = 0,无论ki取何

值, 均有δ(0) = 0, 不存在实根穿越原点, 此时边界
不存在;若a0 6= 0,可得ki = 0.

2) ∂D∞ : s = ∞,实根穿越无穷.
当m<n时,特征多项式δ(s)的最高次幂系数ρ ≡

1 6= 0, 不存在实根穿越无穷, 此时边界不存
在; 当m=n时, 令特征多项式δ(s)的最高次幂系
数ρ = 1 + amkp = 0,因am 6= 0,可得kp = −1/am.

3) ∂Dω : s = jω, ω ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞),实根
穿越虚轴.
由δ(jω) = 0可得

jωD(jω) + (jωkp + ki)N(jω) = 0. (12)

根据式(12),令

R(ω) + jI(ω) = jωD(jω)/N(jω). (13)

联系式(12)和式(13)可得

R(ω) + jI(ω) + jωkp + ki = 0. (14)

令式(14)左边实部和虚部均等于零，解得{
kp = −I(ω)/ω,

ki = −R(ω).
(15)

由 式(15)知 控 制 器 参 数kp和ki为ω在(−∞, 0) ∪
(0,∞)上的偶函数, 故只需根据式(15)绘制ω ∈
(0,∞)上的边界即可.
综合1)2)和3), PI控制器的参数平面kp-ki被稳定

边界a)、b)和c)分割成若干个区域,每一区域内的点
所对应的δ(s)具有不变的RHP个数. 证毕.
定定定理理理 2 给定被控系统Gp(s)和衰减度指标α,

PI控制器的参数平面kp-ki被可能的直线a), b)和曲
线c)分割成若干个区域,对应闭环系统特征多项式

δ̃(s)=(s−α)D(s−α)+(k̃ps+k̃i)N(s−α). (16)

每一区域内的点q = [kp, ki]T所对应的点q̃ = Aq所

对应的δ̃(s)具有不变的RHP个数. 其中

q̃ = [k̃p, k̃i]T, A =

[
1 0
−α 1

]
. (17)

a) 若N(−α) 6=0,−αkp+ki =αD(−α)/N(−α);
若N(−α) = 0,无此直线;

b) 当m = n时, kp = −1/am;当m < n时;无此
直线;

c){
kp = −I(ω, α)/ω,

ki = −αI(ω, α)/ω −R(ω, α),
ω ∈ (0,∞),





R(ω, α) = Re[
(jω − α)D(jω − α)

N(jω − α)
],

I(ω, α) = Im[
(jω − α)D(jω − α)

N(jω − α)
].

证证证 仿定理1证明易证此定理. 具体证明略.
证毕.
由定理1和定理2可得如下推论1:
推推推论论论 1 记对应闭环系统(1)的特征多项

式δ(s)的RHP个数为零的区域为Qs, 则对∀q ∈ Qs,
满足Re[δ(s)] < 0;记特征多项式δ̃(s)的RHP个数
为零的区域及其边界为Qα , 则对∀q ∈ Qα, 满
足Re[δ(s)] 6 −α,且满足Qα ⊂ Qs.
引引引理理理 1[5] 设F (s)=NF (s)/DF (s)为一稳定真复

有理函数,且deg[DF (s)]=β. 定义

φ(s) = DF (s) +
1
γ

ejθNF (s). (18)

则对任一给定的γ>0, ‖ F (s) ‖∞<γ当且仅当同时

满足下面两个条件:
a) |nβ| < γ|dβ|;
b) φ(s)Hurwitz稳定, ∀θ ∈ [0, 2π).

其中deg[·]表示多项式阶数, nβ和dβ分别为NF (s)和
DF (s)的s的β 次幂系数.
定定定理理理 3 给定被控系统Gp(s)和H∞指标γ, PI控

制器的参数平面kp-ki被可能的直线a)、b)和曲
线c)分割成若干个区域,对每一固定的θ∗ ∈ [0, 2π),
对应特征函数

φγ(s)=sD(s)+(kps+ki)N(s)+
1
γ

ejθsN(s). (19)

每一区域内的点q = [kp, ki]T所对应的φγ(s)具有不
变的RHP个数.

a)若a0 6= 0,则ki = 0;若a0 = 0,无此直线;

b)





kp = −(
1

am

+
1
γ

), 当m = n且θ∗ = 0时,

ki = −(
1

am

− 1
γ

), 当m = n且θ∗ = π时.

当m < n时,无此直线;
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c){
kp = −I(ω, γ, θ∗)/ω,

ki = −R(ω, γ, θ∗),
ω 6= 0, ω ∈ R.





R(ω, γ, θ∗)=Re{
[jωD(jω) + 1

γ
ejθ∗jωN(jω)]

N(jω)
},

I(ω, γ, θ∗)=Im{
[jωD(jω) + 1

γ
ejθ∗jωN(jω)]

N(jω)
}.

证证证 仿定理1证明易证此定理. 具体证明略.
证毕.
考虑引理1中的条件a), 对应扰动传递函

数Gyd(s), 当m < n时, nβ = 0, dβ = 1, 因γ > 0,
易知条件a)恒成立; 当m = n时, nβ = am, dβ =
1 + amkp,可得条件a)为|am| < γ|1 + amkp|. 定义满
足条件a)的PI控制器参数集为Qβ ,即

Qβ =

{
R2, m < n,

{q : |am| < γ|1 + amkp|}, m = n.
(20)

由引理1和定理3可得如下推论2:
推推推论论论 2 对每一固定的θ∗∈[0, 2π), 记特征函

数φγ(s)的RHP个数为零的区域及其边界为Qθ∗ ,令

Qθ =
⋂

θ∗∈[0,2π)

Qθ∗ . (21)

若Qγ = Qs

⋂
Qβ

⋂
Qθ 6= ∅, 则对∀q ∈ Qγ ,

有‖Gyd(s)‖∞ 6 γ.
设计控制系统时,首先根据指标重要性程度不同

将其分成不同优先级, 然后按优先级从高到低的顺
序对其进行排序.在这里笔者认为H∞指标的优先级

高于衰减度指标α, 下面给出求解H∞指标γ与衰减

度指标α的相容性解集策略:
Step 1 根据定理1和推论1,求出Qs;由定理3和

推论2求出Qθ;
Step 2 根据推论2,求出Qγ ;
Step 3 求解以下约束优化问题:{

max α,

s. t. q ∈ Qγ .
(22)

Step 4 记Step 3求得衰减度极值为αmax, 可得
相容区域Iα = (0, αmax]. 若α ∈ Iα, 则衰减度指
标α与H∞指标γ相容, 根据定理2和推论1求出Qα;
若α /∈ Iα, 则衰减度指标α与H∞指标γ不相容,
即Qα

⋂
Qγ = ∅. 可取α′ ∈ Iα,使Qα′

⋂
Qγ 6= ∅.

Step 5 求出相容性解集Qc = Qα

⋂
Qγ或Q′

c =
Qα′

⋂
Qγ .

5 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
考虑一非最小相位系统

Gp(s) =
1− 0.5s

(s + 1)3
. (23)

PI控制器设计的期望指标为:
a) 衰减度指标α = 0.2;
b) 有界扰动H∞指标γ = 1.
根据第4小节求解相容性解集Qc的具体步骤,首

先根据定理1和推论1求得解集Qs, 再由定理3和推
论2求出Qθ; 根据推论2可得Qγ . 在解集Qγ上求得

极值点qmax = [0.5859, 0.2431]T对应的衰减度极
值αmax = 0.2553, 得相容区域Iα = (0, 0.2553], 显
然α = 0.2 ∈ Iα,则衰减度指标α与H∞指标γ相容.
求得的解集Qs, Qα, Qθ, Qγ和相容性解集Qc如

图2所示. 图3为相容性解集Qc的放大图. 取

点q∗ = [0.60, 0.22]T(见图3标*的点), 闭环系统极
点为{−1.9924,−0.3986 ± 0.6048j,−0.2105},衰减
度指标α(q∗) = 0.2105 > 0.2 , 有界扰动H∞指

标γ(q∗) = 0.9573 < 1, 满足PI控制器设计的期望
指标集要求. 实际上,对给定被控对象Gp(s),用PI控
制可达到的最小有界扰动H∞指标γmin = 0.6949,
最大衰减度指标α′max = 0.4573. 若期望的有界扰
动H∞指标γ < γmin或衰减度α > α′max，则满足期

望指标集的PI控制器显然是不存在的.

图 2 解集Qs, Qα, Qθ, Qγ与Qc

Fig. 2 Solution sets Qs, Qα, Qθ, Qγ and Qc

图 3 相容性解集Qc的放大图

Fig. 3 Zoom diagram of the consistency set Qc
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6 结结结论论论(Conclusions)
应用满意控制思想,研究n阶线性定常系统同时

具有H∞指标与衰减度指标约束的PI控制的相容性
问题.基于边界穿越定理和D-分割法,给出了一种有
效求解相容性解集的方法. 与其他PI控制器设计方
法相比,本文给出的方法具有以下特点:

a) 给出的不是满足某一单一指标的唯一最优或
次优解,而是满足期望指标集的相容性解集,为进一
步进行控制器设计提供更大的自由度;

b) 给出了各期望指标之间可能存在竞争关系的
相容性解集求取策略.
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