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摘要:研究了一类具有不可控不稳定线性化的非线性系统的自适应控制问题.该类系统的控制方向未知且含有
不确定时变非线性参数. 应用Nussbaum-type增益技术和adding a power integrator递推设计方法,设计了一种鲁棒自
适应状态反馈控制器. 所设计的控制器能够保证闭环系统的所有信号全局一致有界,且系统的状态渐近趋于零. 除
了假设未知参数及不确定性有界外,所设计的控制策略不需要控制系数的任何先验知识. 仿真例子验证了算法的
有效性.
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Abstract: The problem of adaptive control for a class of nonlinear systems with uncontrollable and unstabilizable
linearization is studied in this paper. The class of systems have unknown time-varying virtual control coefficients and
uncertain time-varying nonlinear parameters. A robust adaptive state feedback controller is designed by employing the
Nussbaum-type gain technique and adding a power integrator design approach. The controller guarantees all signals of
the closed-loop system to be globally uniformly bounded. Especially, the state signals asymptotically converge to zero.
The proposed design method does not require any a prior knowledge of the unknown control coefficients except for their
bounds. The effectiveness of the proposed algorithm is verified by a simulation example.
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1 引引引言言言(Introduction)
不确定非线性系统的自适应控制问题一直是

人们研究的一个热点, Backstepping算法的出现极
大地推动了非线性系统控制的研究进程[1∼4]. 但
是当所研究的系统是本质非线性时(系统是不可
反馈线性化的, 其雅克比线性化不可控), Backstep-
ping算法就无能为力了. 近年来,针对本质非线性系
统, Lin和Qian提出了一种新的设计程序—-Adding a
power integrator并取得了一系列的研究成果[5∼8].文
献[7]和[8]分别设计了光滑和非光滑状态反馈控制
器, 解决了一类含有不可控线性化和非线性参数化
系统的全局自适应控制问题;另外,还研究了当虚拟
控制系数未知时系统的全局自适应调节问题, 但需
要假设虚拟控制系数的符号是已知的.

当虚拟控制系数的符号未知时,自适应控制问题
变得更加困难.在虚拟控制系数的符号未知的情况
下, 针对一类一阶线性系统, 文献[9]设计了第一个
解决方案并首次提出了Nussbaum-type增益方法.该
方法是处理虚拟控制系数符号未知的系统控制问题

的一种非常有效的工具.文献[10∼13]用Nussbaum-
type增益方法解决了一阶非线性系统和具有非线性
干扰的高阶线性系统的自适应控制问题. 近来, 应
用Nussbaum-type增益方法, 文献[14,15]研究了含有
未知常参数的严格反馈非线性系统的自适应控

制; 文献[16]利用解耦后推算法研究了含有完全未
知控制系数和参数不确定的严格反馈非线性系统

的自适应控制. 当不确定系统函数满足一定的条
件时, 文献[17]研究了一类含有未知时变控制系数
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的时变不确定非线性系统的输出调节问题. 含有
未知高频增益的非线性系统的输出反馈控制方案

在文献[18]里给出.而文献[19]研究了既包含时变不
确定参数和干扰又含有未知虚拟控制系数的非线

性系统的鲁棒自适应控制. 以上文献所讨论的都
是具有严格反馈或部分反馈形式的系统, 并且都
采用基于Backstepping的递推方法设计控制器.然而
当非线性系统含有不可控线性化,并且虚拟控制系
数的符号未知时,基于Backstepping的递推方法将不
再适用,此类系统的控制问题到目前为止还没有任
何可行方案. 本文将结合Nussbaum-type 增益技术
和adding a power integrator递推设计方法,研究一类
含有不可控线性化和未知虚拟控制系数的非线性系

统的鲁棒自适应控制问题.

2 问问问题题题描描描述述述及及及预预预备备备引引引理理理(Problem formulation
and preliminaries)
考虑如下单输入单输出不确定非线性系统



ẋ1 = g1(t)x
p1
2 + φ1(x, u, d(t)),

...

ẋn−1 = gn−1(t)xpn−1
n + φn−1(x, u, d(t)),

ẋn = gn(t)upn + φn(x, u, d(t)),

y = x1.

(1)

其中: x = (x1, · · · , xn)T ∈ Rn, u ∈ R和y ∈ R分别
是系统的状态、输入和输出. pi > 1(i = 1, · · · , n)是
正奇数, gi(t) 6= 0和d(t) ∈ Rs是未知的有界分段

连续函数(其界未知), φi : Rn × R × Rs → R(i =
1, · · · , n)是关于其变量的连续函数. 控制目标是构
造鲁棒自适应状态反馈非线性控制器, 使不确定非
线性系统(1)的状态渐近趋于零,同时保证闭环系统
的其他所有信号全局一致有界.
假假假设设设 1 存在光滑函数fi(x̄i, d(t)) > 0,使得

|φi(x, u, d(t))| 6
i∑

j=1

|xj|pifi(x̄i, d(t)). (2)

其中x̄i = (x1, · · · , xi)T.

假假假设设设 2 时变参数gi(t)在未知闭区间Ii = [l−i ,

l+i ]内取值, 且0 /∈ Ii, i = 1, · · · , n. gi(t)的符号,
即控制方向是未知的. 令ḡi = max{

∣∣l−i
∣∣ ,

∣∣l+i
∣∣},

ḡ = max{ḡi}.
假假假设设设 3 pi为正奇数且满足p1 > p2 > · · · >

pn > 1.
引引引理理理 1 [7] 对任意的连续函数f(x, y), x ∈

Rn, y ∈ Rm, 存在光滑函数a(x) > 0, b(y) > 0,

c(x) > 1, d(y) > 1,使得

|f(x, y)| 6 a(x) + b(y), (3)

|f(x, y)| 6 c(x)d(y). (4)
引引引理理理 2 [6] 对任意的正整数m,n和任意的实值

函数r(x, y) > 0,下面的不等式成立:

|x|m |y|n 6 m

n + m
r(x, y) |x|n+m +

n

n + m
r−m/n(x, y) |y|n+m

. (5)

引引引理理理 3 [20] 对任意的a ∈ R, b ∈ R, p > 1是整
数,有下面的不等式成立:

|a + b|p 6 2p−1 |ap + bp| . (6)
引引引理理理 4 对系统(1)中的φi(x, u, d(t))(i = 1,

· · · , n)存在已知光滑函数f̄i(x̄i) > 1和未知常
数Θ > 1,使得

|φi(x, u, d(t))| 6
i∑

j=1

|xj|pi f̄i(x̄i)Θ. (7)

证证证 由 假 设1和 引 理1可 知 存 在 光 滑 函 数
f̄i(x̄i) > 1和f̃i(d(t)) > 1,使得

fi(x̄i, d(t)) 6 f̄i(x̄i)f̃i(d(t)).

由于d(t)有界, 从而存在未知常数Θ > 1, 满足∣∣∣f̃i(d(t))
∣∣∣ 6 Θ, 从而由假设1知式(7)成立.

证毕.
为了克服控制方向未知带来的困难, 借鉴文

献[14,19]的处理方法,采用Nussbaum-type增益方法.
称函数N(η)为Nussbaum-type函数,如果它有下

面的性质[9]:

lim sup
s→∞

1
s

w s

0
N(η)dη = +∞, (8)

lim inf
s→∞

1
s

w s

0
N(η)dη = −∞. (9)

本文中, 选取N(η) = exp(η2) cos(
π

2
η)[17,19], 易

知N(η)是Nussbaum-type函数.
引引引理理理 5 设N(η) = exp(η2) cos(

π

2
η)是光滑

的Nussbaum-type函数, q > 1是奇数, 则N q(η)也
是光滑的Nussbaum-type函数, 即N q(η)也具有性
质(8)和(9).

3 控控控制制制器器器设设设计计计及及及主主主要要要结结结果果果(Design of con-
troller and main results)
令p = max{pi |1 6 i 6 n} = p1.
第第第1步步步 引入变量z1 = x1, 考虑正定Lyapunov

函数

V1(z1) =
1

p− p1 + 2
zp−p1+2
1 .

由式(7)可知V1(z1)的导数满足
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V̇1 6 zp−p1+1
1 (g1x

p1
2 + φ1(x, u, d(t))) 6

zp−p1+1
1 g1x

p1
2 + zp+1

1 f̄1(x1)Θ 6
zp−p1+1
1 g1x

p1
2 + zp+1

1 (1 + f̄1(x1))Θ =

zp−p1+1
1 g1x

p1
2 + zp+1

1 βp1
1 (x1)Θ. (10)

其中β1(x1) = [1 + f̄1(x1)]
1

p1 > 1是光滑函数.
选择自适应虚拟控制律{

α1(x1, η1) = Γ1z1N(η1)β1(x1),

η̇1(x1, η1) = λ1z
p+1
1 βp1

1 (x1).
(11)

其中Γ1 > 0和λ1 > 0是设计参数.则有

V̇1 6 zp−p1+1
1 g1(x

p1
2 − αp1

1 ) +

zp−p1+1
1 g1α

p1
1 + zp+1

1 βp1
1 Θ =

zp−p1+1
1 g1(x

p1
2 − αp1

1 ) +

λ−1
1 Γ p1

1 g1N
p1(η1)η̇1 + λ−1

1 η̇1Θ. (12)

定义z2 = x2 − α1,利用引理2和引理3,可得

|g1z
p−p1+1
1 [xp1

2 − αp1
1 ]| 6

zp+1
1 + zp+1

2 ρ22(x̄2, η1)ĝ1. (13)

其中ρ22(x̄2, η1) > 0是已知光滑函数, ĝ1 =
ĝ1(ḡ1) > 0是未知常数.从而式(12)变为

V̇1 6 zp+1
1 +

Γ p1
1

λ1

g1N
p1(η1)η̇1 +

Θ

λ1

η̇1 + ĝ1z
p+1
2 ρ22(·). (14)

第第第2步步步 由z2 = x2 − α1,得

ż2 = g2(t)x
p2
3 + φ2(x, u, d(t))− ∂α1

∂η1

η̇1 −
∂α1

∂x1

(g1x
p1
2 + φ1(x, u, d(t))) ∆=

g2(t)x
p2
3 + W2. (15)

由假设1∼3、引理2∼4可知

|W2| 6 (|z1|p2 + |z2|p2)γ2(x1, x2, η1)Θ̄2. (16)

其中: γ2(·)>0是已知光滑函数, Θ̄2 =max{Θ, 1, ḡ1}
是未知常数.

取正定函数V2 =
1

p− p2 + 2
zp−p2+2
2 , 则由引

理2及式(15)(16)可知V2的导数满足

V̇2 6 g2(t)z
p−p2+1
2 xp2

3 + zp+1
1 + zp+1

2 ρ21(·)Θ2 6
g2(t)z

p−p2+1
2 xp2

3 +zp+1
1 +zp+1

2 βp2
2 (x̄2, η1)Θ2.

(17)

其中: ρ21 > 0是已知光滑函数, β2(x1, x2, η1) = (1+
ρ21(x1, x2, η1)+ρ22(x1, x2, η1))

1
p2 > 1, Θ2 > 0是未

知常数, ρ22是式(13)中得到的光滑函数.选择自适应

虚拟控制律{
α2(x1, x2, η1, η2) = Γ2z2N(η2)β2(x1, x2, η1),

η̇2(x1, x2, η2) = λ2z
p+1
2 βp2

2 (x1, x2, η1).
(18)

其中Γ2 > 0和λ2 > 0是设计参数.则(17)式可变为

V̇2 6 g2(t)z
p−p2+1
2 (xp2

3 − αp2
2 ) +

g2(t)z
p−p2+1
2 αp2

2 +zp+1
1 +zp+1

2 βp2
2 Θ2 6

g2(t)z
p−p2+1
2 (xp2

3 − αp2
2 ) + zp+1

1 +

λ−1
2 Γ p2

2 g2(t)Np2(η2)η̇2 + λ−1
2 η̇2Θ2. (19)

定义z3 = x3 − α2, 与式(13)相似, 存在光滑函
数ρ32(x1, x2, x3, η1, η2) > 0和未知常数ĝ2 > 0
满足∣∣g2(t)z

p−p2+1
2 (xp2

3 − αp2
2 )

∣∣ 6 zp+1
2 + ĝ2z

p+1
3 ρ32(·),

(20)

则式(19)又可变为

V̇2 6 zp+1
1 + zp+1

2 + λ−1
2 Γ p2

2 g2(t)Np2(η2)η̇2 +

λ−1
2 η̇2Θ2 + ĝ2z

p+1
3 ρ32(·). (21)

第第第k步步步(3 6 k 6 n) 重复第1步和第2步的推导
过程,可得在第k − 1步有

V̇k−1 6
k−1∑
i=1

zp+1
i + λ−1

k−1η̇k−1Θk−1 + ĝk−1z
p+1
k ρk2(·) +

λ−1
k−1Γ

pk−1
k−1 gk−1(t)Npk−1(ηk−1)η̇k−1, (22)

并且由zk = xk − αk−1,知

żk =

gk(t)x
pk

k+1 + φk(x, u, d(t))−
k−1∑
j=1

∂αk−1

∂ηj

η̇j−
k−1∑
j=1

∂αk−1

∂xj

(gjx
pj

j+1 + φj(x, u, d(t))) ∆=

gk(t)x
pk

k+1 + Wk. (23)

与式(16)的推导相似, 可知存在光滑函数γk >

0和未知常数Θ̄k > 1满足

|Wk| 6
k∑

j=1

|zj|pkγk(x̄k, η1 · · · , ηk−1)Θ̄k. (24)

考虑正定函数Vk =
1

p− pk + 2
zp−pk+2

k ,则有

V̇k = zp−pk+1
k żk 6 zp−pk+1

k gk(t)x
pk

k+1 +

|zk|p−pk+1 [
k∑

j=1

|zj|pkγk(·)Θ̄k]. (25)

因为由引理2可得
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|zk|p−pk+1 [
k∑

j=1

|zj|pkγk(·)Θ̄k] =

k∑
j=1

[|zk|p−pk+1 |zj|pkγk(·)Θ̄k] 6

k−1∑
j=1

zp+1
j + zp+1

k ρk1(·)Θk. (26)

其中: ρk1(·) =
k(p− pk + 1)

p + 1
[

pk

p + 1
γk(·)]

p+1
p−pk+1 >

0是已知光滑函数, Θk = Θ̄
p+1

p−pk+1

k > 0是未知常
数.所以有

V̇k 6

zp−pk+1
k gk(t)x

pk

k+1 +
k−1∑
j=1

zp+1
j + zp+1

k ρk1(·)Θk 6

zp−pk+1
k gk(t)x

pk

k+1 +
k−1∑
j=1

zp+1
j + zp+1

k βpk

k Θk. (27)

其中βk(x̄k, η1 · · · , ηk−1) = (1 + ρk1(·) + ρk2(·))
1

pk .
选取自适应虚拟控制律{

αk(x̄k, η1, · · · , ηk) = ΓkzkN(ηk)βk(·),
η̇k(x̄k, η1, · · · , ηk) = λkz

p+1
k βpk

k (·). (28)

从而有

V̇k 6 gk(t)z
p−pk+1
k (xpk

k+1 − αpk

k ) +

gk(t)z
p−pk+1
k αpk

k +
k−1∑
j=1

zp+1
j + zp+1

k βpk

k Θk =

gk(t)z
p−pk+1
k (xpk

k+1 − αpk

k ) +
k−1∑
j=1

zp+1
j +

λ−1
k Γ pk

k gk(t)Npk(ηk)η̇k + λ−1
k η̇kΘk. (29)

定义zk+1 = xk+1 − αk,与式(13)相似,存在光滑
函数ρ(k+1),2(x1, · · · , xk, η1, · · · , ηk) > 0使得∣∣gk(t)z

p−pk+1
k (xpk

k+1 − αpk

k )
∣∣ 6

zp+1
k + ĝkz

p+1
k+1ρ(k+1),2(·). (30)

其中ĝk > 0是未知常数,从而

V̇k 6
k∑

j=1

zp+1
j + λ−1

k Γ pk

k gk(t)Npk(ηk)η̇k +

λ−1
k η̇kΘk + ĝkz

p+1
k+1ρ(k+1),2(·). (31)

第第第n步步步 令zn = xn − αn−1,则

żn = gn(t)upn +φn(x, u, d(t))−
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂ηj

η̇j−
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

(gjx
pj

j+1 + φj(x, u, d(t))). (32)

选取Vn =
1

p− pn + 2
zp−pn+2

n , 与第k步的推导

相似,有

V̇n =

zp−pn+1
n gn(t)upn + zp−pn+1

n {φn(x, u, d(t))−
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

(gjx
pj

j+1 +

φj(x, u, d(t)))−
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂ηj

η̇j} 6

zp−pn+1
n gn(t)upn +

∣∣zp−pn+1
n

∣∣
[

n∑
j=1

|zj|pnγn(·)Θ̄n

]
6

zp−pn+1
n gn(t)upn +

n−1∑
j=1

zp+1
j + zp+1

n ρn1(·)Θn 6

zp−pn+1
n gn(t)upn +

n−1∑
j=1

zp+1
j + zp+1

n βpn
n (·)Θn. (33)

其中: 光滑函数ρn1(·), βn(·)的选取与ρk1(·),βk(·)类
似, Θn > 0是未知常数.
选取自适应控制律{

u(·) = ΓnznN(ηn)βn(·),
η̇n(·) = λnzp+1

n βpn
n (·), (34)

则可得

V̇n 6
n−1∑
j=1

zp+1
j + λ−1

n Γ
pn

n gn(t)Npn(ηn)η̇n + λ−1
n η̇nΘn 6

n∑
j=1

zp+1
j + λ−1

n Γ
pn

n gn(t)Npn(ηn)η̇n + λ−1
n η̇nΘn.

(35)

至此完成了控制器的设计.
定定定理理理 1 如果假设1∼3成立, 将上面的控制器

设计程序应用于系统(1), 则对任意的初始条件, 闭
环系统的所有信号在区间[0,∞)上是有界的, 并且
有 lim

t→∞
x(t) = 0.

证证证 设 闭 环 系 统 的 解 的 最 大 存 在 区 间

为[0, tf ).不失一般性,设Γk = λk = 1, 1 6 k 6 n.
由式(28)(31)以及βk(·)的定义,可得

V̇k(t)6
k∑

j=1

η̇j +gk(t)Npk(ηk)η̇k+η̇kΘk+ĝkη̇k+16

gk(t)Npk(ηk)η̇k + bk

k+1∑
j=1

η̇j,

∀t ∈ [0, tf ), 1 6 k 6 n, (36)

其中: bk = max{Θk + 1, ĝk}, η̇n+1 = 0.将式(36)两
端积分可得

Vk(t) 6 c̄k +
w t

0
gk(τ)Npk(ηk)η̇kdτ + bk

k+1∑
j=1

ηj.

(37)
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对∀t ∈ [0, tf ), 1 6 k 6 n,其中c̄k, 1 6 k 6 n是

和初值有关的常数.为了证明闭环系统的稳定性,需
要下面的引理.
引引引理理理 6 不等式(37)中的ηk(t), Vk(t), (1 6 k 6

n)在区间[0, tf )上是有界的.
注注注 1 引理6的证明思路类似于文献[17],略.

根据引理6知, zk(t)在区间[0, tf )上有界. 再

由式(28)可知αk, xk(t)在区间[0, tf )上有界. 于是

闭环系统的所有变量在区间[0, tf )上有界, 从

而tf = ∞.

因为u = αn是有界的, 所以‖ẋ(t)‖有界. 另外

由式(28)知η̇k有界, 因此żk(t)有界, 又由于zk(t)有
界,从而zp+1

k (t)一致连续.又

lim
t→∞

w t

0
zp+1
k dτ 6 lim

t→∞

w t

0
η̇k(τ)dτ =

lim
t→∞ ηk(t)− ηk(0) < ∞, (38)

所以由Barbalat引理可得

lim
t→∞ zk(t) = 0, 1 6 k 6 n. (39)

再由式(28), zk的定义及ηk的有界性,可得

lim
t→∞xk(t) = 0, 1 6 k 6 n. (40)

证毕.
注注注 2 虽然Nussbaum-type增益方法能解决控制方向

未知时的控制问题, 但Nussbaum-type增益方法有一个缺

点, 那就是瞬态控制量过大,这在以往的文献和后面的例

子中可看出.克服这个缺点是今后的一个研究重点.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Simulation)
考虑如下非线性系统





ẋ1 = g1(t)x3
2 + θ1x

3
1,

ẋ2 = g2(t)u + θ2x2,

y = x1.

(41)

其中: θ1和θ2是未知常数, 时变参数gi(t)在未知闭
区间Ii = [l−i , l+i ]内取值,且0 /∈ Ii, i = 1, 2, gi(t)的
符号是未知的. 控制目标是设计光滑自适应控制
律,使得系统的状态渐近趋于零.
仿真是基于以下的选择: 1) 不确定参数g1(t) =

1.5 + 0.5 sin t, g2(t) = 4 + 1.5 cos t, θ1(t) =
sin t, θ2(t) = 2 + cos t; 2) 初始条件x1(0) =
1, x2(0) = 1, η1(0) = η2(0) = 0; 3) 设计参
数Γ1 = 1, Γ2 = 1, λ1 = 1, λ2 = 1. 仿真结果
示于图1∼4.由仿真结果可看出,控制效果较好.

图 1 状态曲线x1

Fig. 1 Curve of state x1

图 2 状态曲线x2

Fig. 2 Curve of state x2

图 3 参数η1和η2

Fig. 3 Parameters η1and η2

图 4 控制u

Fig. 4 Control u
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5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类控制方向未知的具有不可控不稳

定线性化的不确定本质非线性系统,应用Nussbaum-
type 增益技术和adding a power integrator 递推设计
方法,设计了一种鲁棒自适应状态反馈控制器.所设
计的控制器能够保证闭环系统状态渐近趋于零,且
闭环系统的所有信号全局一致有界.
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