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摘要:针对单输入单输出不确定非线性系统提出了一种自适应鲁棒模糊控制算法. 该算法通过设计观测器来估
计系统的状态向量,因此不要求假设系统的状态向量是可测的. 在这个算法中,主要的假设为最优逼近参数向量与
标称参数向量之差的范数和逼近误差的界限是未知的. 通过只对未知界限估计的调节,该算法减轻了在线计算量
并且提高了系统的鲁棒性. 所设计的自适应鲁棒模糊控制算法保证了闭环系统的所有信号是一致有界的并且跟踪
误差估计收敛到一个小的零邻域内.仿真例子证实了所提方法的可行性.
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Observer-based adaptive robust fuzzy control for
uncertain nonlinear systems
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Abstract: An adaptive robust fuzzy control algorithm is proposed for SISO uncertain nonlinear systems in this paper.
The system state vector is estimated by an observer. The system state vector is not necessarily fully observable. The key
assumptions are that the norm of the difference (between optimal approximation parameter vector and nominal parameter
vector) and the approximation errors are bounded and the bounds are unknown. The proposed algorithm reduces the online
computation burden and improves robustness of the systems by tuning only estimations of the unknown bounds. It is also
proved that the proposed adaptive robust fuzzy control algorithm can guarantee uniform boundedness of all the signals in
the closed-loop system and the estimation of the tracking error is proved to be convergent to a small neighborhood of the
origin. A simulation example demonstrates the feasibility of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,因为不需要系统有精确的数学模型,模

糊系统成功应用到许多控制问题上. 文[1]已经证明
具有模糊IF-THEN规则集的模糊系统在给定的紧集
内能一致逼近任意非线性不确定连续函数到任意精

度.文[2]针对SISO不确定非线性系统提出了稳定的
自适应模糊控制算法, 为非线性系统模糊控制的研
究开辟了新的途径. 最近几年,国内外学者提出了许
多自适应模糊控制算法[3∼10]. 然而,文[3∼6]假定系
统状态是可测的, 提供的算法不能应用于系统状态
不完全可测的情况. 文[7∼10]在对系统的不确定部
分模糊逼近时, 假设逼近误差的界限是已知的或满

足平方可积条件,如果逼近误差大于假设的界限或
不满足平方可积条件,系统的稳定性是不能保证的.
另外,由于对最优逼近参数向量估计的自适应调节,
文[2∼5,7∼10]提出的控制算法在线计算负担繁重.
考虑到上述不足, 本文针对SISO不确定非线性

系统,提出了一类新的自适应模糊控制算法. 该算法
不要求系统的状态是可测的, 通过设计观测器来估
计系统的不可测状态. 在这个算法中,主要的假设有
两点: 第一,假设最优逼近参数向量与标称参数向量
之差的范数是未知的;第二,假设逼近误差的界限是
未知的. 提出的算法只对未知界限的估计、而不是
对最优逼近参数向量的估计进行自适应调节, 因而
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减轻了在线计算负担并且改善了系统的鲁棒性. 所
提出的控制算法可保证系统的所有信号是一致有界

的和跟踪误差估计收敛到一个小的零邻域内.仿真
例子证实了所提出算法的有效性和可行性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑一类SISO非线性动态系统{

x(n) = f(x) + g(x)u,

y = x.
(1)

其中: x =
[
x, ẋ, · · · , x(n−1)

]T ∈ Rn是系统的

状态向量且不完全可测的, u ∈ R是系统的控
制输入, f(x), g(x): Rn → R是关于x的未知光

滑函数. 假设g(x) 6= 0, 不失一般性, 本文将假
设g(x) > gL > 0,∀x ∈ Rn, gL是已知常数.
给定ym是有界的参考输出,参考输出向量y

m
=

[ym, · · · , y(n−1)
m ]T, 跟踪误差e = ym − x, 跟踪误差

向量为e = [e, · · · , e(n−1)]T. 经简单运算,下式成立:{
ė = Ae + B[−f(x)− g(x)u + y(n)

m ],
e = CTe.

(2)

其中:

A =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0




, B =




0
0
...
0
1




, C =




1
0
...
0
0




.

如果函数 f(x), g(x)是已知的,根据确定等价方
法,选择如下控制器

u∗ = 1/g(x)
[−f(x) + y(n)

m + KT
c e

]
. (3)

其中Kc = [k1
c , · · · , kn

c ]T ∈ Rn是反馈增益向量.
因为(A,B)是可控的, 可以选择反馈增益Kc ∈

Rn满足Ac = A − BKT
c 的特征多项式λc(s) =

sn + kn
c sn−1 + · · ·+ k1

c的所有根在左半开平面.
把u = u∗代入式(2)得到

e(n) + kn
c e(n−1) + · · ·+ k1

ce = 0,

可实现 lim
t→∞

e(t) = 0.但是, 当f(x), g(x)是未知的,

控制器(3)是不可以使用的,而且当的系统的状态不
可测时, e也是不能用的. 一个合理的解决方法是利
用文献[1]中的模糊逼近理论逼近未知的非线性函
数和设计观测器解决状态向量不可测问题.

3 基基基于于于观观观测测测器器器的的的自自自适适适应应应模模模糊糊糊控控控制制制器器器设设设

计计计(Observer-based adaptive fuzzy controller
design)
控制器(3)中跟踪误差向量 e因状态不可测而不

能利用. 故,需要设计观测器来观测跟踪误差向量.
设计如下的观测器{

˙̂e = Aê−BKT
c ê + K0(e− ê),

ê = CTê,
(4)

其中: ê = ym − x̂是跟踪误差估计, ê = y
m
− x̂是

跟踪误差估计向量, x̂是x的估计向量, K0 =
[k1

0, · · · , kn
0 ]T ∈ Rn是观测增益向量. 因为(C, A)是

可观测的, 可以选择观测增益向量K0 ∈ Rn满

足A0 = A − K0C
T的特征多项式λ0(s) = sn +

kn
0 sn−1 + · · ·+ k1

0的所有根在左半开平面.
观测误差定义为ẽ = e − ê, 观测误差向量

为ẽ = e− ê,式(2)减去式(4)可得到观测误差方程



˙̃e = A0ẽ + BKT
c ê+

B
[−f(x)− g(x)u + y(n)

m

]
,

ẽ = CTẽ.

(5)

根据模糊逼近理论[1], 不确定非线性函数
f(x), g(x)能表示成

f(x) = f̂(x̂, θ∗f ) + δf (x̂), (6)

g(x) = ĝ(x̂, θ∗g) + δg(x̂). (7)

其中: f̂(x̂, θ∗f ), ĝ(x̂, θ∗g)分别表示f(x), g(x)的最优
逼近, δf (x̂), δg(x̂)表示最优逼近误差.
最优逼近f̂(x̂, θ∗f ), ĝ(x̂, θ∗g)可以表示为

f̂(x̂, θ∗f ) = θ∗Tf ξf (x̂), ĝ(x̂, θ∗g) = θ∗Tg ξg(x̂). (8)

其 中: θ∗f , θ∗g是 未 知 最 优 逼 近 参 数 向 量,
ξf (x̂), ξg(x̂)是基函数向量.
假设系统(1)的标称模型为{

x(n) = f0(x) + g0(x)u,

y = x.
(9)

其中: f0(x)和g0(x) 6= 0是已知或离线计算,
让θ0

f , θ0
g分别是相应标称函数f0(x), g0(x)的标称参

数向量,即f0(x), g0(x)分别可以表示为

f0(x) = θ0T
f ξf (x̂), g0(x) = θ0T

g ξg(x̂). (10)

假假假设设设 1 令θ̃f = θ∗f − θ0
f , θ̃g = θ∗g − θ0

g假

设θ̃f , θ̃g是有界的, 即
∥∥∥θ̃f

∥∥∥ 6 mf ,
∥∥∥θ̃g

∥∥∥ 6 mg, 其

中mf ,mg > 0是未知的.
假假假设设设 2 逼近误差δf (x̂), δg(x̂)是有界的, 即

|δf (x̂)| 6 wf , |δg(x̂)| 6 wg其中wf , wg > 0是未
知的.
注注注释释释 1 在下文中, 将对未知参数mf , mg , wf , wg的

估计进行在线调节, 如果对最优逼近参数向量θ∗f , θ∗g的估

计θf , θg在线调节, 调节的参数个数为Nf + Ng(Nf , Ng分

别为逼近f(x), g(x)的模糊规则数),为提高逼近精度,通常
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Nf , Ng很大.在本文,不论模糊规则数量有多大,在线调节

的参数都仅为4. 因此,本文的算法减轻了在线计算的负担.

为了实现控制的目的,选择控制器

u = u1 + u2. (11)

其中u1是基本的反馈控制器,定义为

u1 = −1/g0(x)
[
f0(x)− y(n)

m −KT
c ê

]
. (12)

u2是为了补偿由于逼近未知函数f(x), g(x) 而产
生的参数误差和函数逼近误差, u2稍后定义.
把式(11)(12)代入式(5),整理得到




˙̃e = A0ẽ + B[f0(x)− f(x)+
(g0(x)− g(x))u1 − g(x)u2],

ẽ = CTẽ.

(13)

引引引理理理 1[12] 让V : [0,∞] → R满足不等式V̇ 6
−2λV + β, ∀t > 0那么

V (t) 6 V (t0) exp[−2λ(t− t0)] +
β

2λ
,∀t > t0.

(14)

其中λ和β是正的常数.
假假假设设设 3 存在对称正定矩阵P1, P2, Q1, Q2满足

AT
c P1 + P1Ac + P1K0K

T
0 P1 = −Q1, (15)

AT
0 P2 + P2A0 + CCT = −Q2. (16)

注注注释释释 2 因为(A, B)是可控的, (C, A)是可观测的,

因此可以选择反馈增益向量Kc ∈ Rn和观测增益向

量K0 ∈ Rn满足Ac = A − BKT
c , A0 = A − K0CT的特

征多项式的特征根在左半开平面,根据李雅普诺夫稳定性

定理,可以确定一定存在对称正定矩阵P1, P2, Q1, Q2满足

式(15)和(16).

选择控制器(11)和(12),其中

u2 =Mfξf (x̂)+Wf +Mgξg(x̂)u1+Wgu1, (17)

Mf =
m̂2

f

gL

ẽTP2BξT
f (x̂)

m̂f

∣∣ẽTP2B
∣∣ ‖ξf (x̂)‖+ ε0

f

, (18)

Wf =
ŵ2

f

gL

ẽTP2B

ŵf

∣∣ẽTP2B
∣∣ + ε1

f

, (19)

Mg =
m̂2

g

gL

ẽTP2Bu1ξ
T
g (x̂)

m̂g

∣∣ẽTP2Bu1

∣∣ ‖ξg(x̂)‖+ ε0
g

, (20)

Wg =
ŵ2

g

gL

ẽTP2Bu1

ŵg

∣∣ẽTP2Bu1

∣∣ + ε1
g

. (21)

其中: ε0
f , ε1

f , ε0
g, ε

1
g > 0是设计参数, m̂f , m̂g, ŵf ,

ŵg分别是mf ,mg, wf , wg的估计并且m̂f , m̂g, ŵf ,

ŵg > 0,选择相应的自适应律为

˙̂mf = −η0
fm̂f + γ0

f

∣∣ẽTP2B
∣∣ ‖ξf (x̂)‖ , (22)

˙̂wf = −η1
f ŵf + γ1

f

∣∣ẽTP2B
∣∣ , (23)

˙̂mg = −η0
gm̂g + γ0

g

∣∣ẽTP2Bu1

∣∣ ‖ξg(x̂)‖ , (24)
˙̂wg = −η1

gŵg + γ1
g

∣∣ẽTP2Bu1

∣∣ . (25)

其中 η0
f , η0

g , η
1
f , η1

g , γ
0
f , γ0

g , γ1
f , γ1

g > 0是设计参数.
定定定理理理 1 针对非线性系统(1)和标称模型(9),

在假设1∼3的条件下, 选择控制器(11)(12)(17)∼
(21)和参数自适应律(22)∼(25)可保证

1) 信号ê, ẽ和m̂f , m̂gŵf , ŵg是有界的.

2) 给定任意α >

√
1

λmin(P1)

ε

µ
, 存在T对所有

的t > T满足|ê| < α.
证证证 让m̃f = m̂f −mf , m̃g = m̂g −mg, w̃f =

ŵf − wf , w̃g = ŵg − wg. 选择正定李雅普诺夫函
数

V =
1
2
êTP1ê +

1
2
ẽTP2ẽ +

1
2γ0

f

m̃2
f +

1
2γ0

g

m̃2
g +

1
2γ1

f

w̃2
f +

1
2γ1

g

w̃2
g . (26)

V沿着时间t的导数为

V̇ =
1
2

˙̂e
T
P1ê +

1
2
êTP1

˙̂e +
1
2

˙̃e
T
P2ẽ +

1
2
ẽTP2

˙̃e +
1
γ0

f

m̃f
˙̂mf +

1
γ0

g

m̃g
˙̂mg +

1
γ1

f

w̃f
˙̂wf +

1
γ1

g

w̃g
˙̂wg.

把式(4)和(13)代入上式并且利用式(6)∼(8)和
式(10),可得

V̇ =
1
2
êT(AT

c P1 + P1Ac) ê +
1
2
ẽT

(
AT

0 P2 + P2A0

)
ẽ +

ẽTCKT
0 P1ê− ẽTP2B[θ̃T

f ξf (x̂) + δf (x̂) +

θ̃T
g ξg(x̂)u1 + δg(x̂)u1 + g(x)u2] +

1
γ0

f

m̃f
˙̂mf +

1
γ0

g

m̃g
˙̂mg +

1
γ1

f

w̃f
˙̂wf +

1
γ1

g

w̃g
˙̂wg.

根据施瓦兹不等式,可得下式成立:

ẽTCKT
0 P1ê 6 1

2
ẽTCCTẽ +

1
2
êTP1K0K

T
0 P1ê.

(27)

利用式(15)∼(17)(27),可得下面的不等式成立:

V̇ 6 −1
2
êTQ1ê− 1

2
ẽTQ2ẽ +

1
γ0

f

m̃f
˙̂mf−
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ẽTP2B
(
θ̃T
f + g(x)Mf

)
ξf (x̂)−

ẽTP2B (δf (x̂) + g(x)Wf ) +
1
γ1

f

w̃f
˙̂wf −

ẽTP2B
(
θ̃T
g +g(x)Mg

)
ξg(x̂)u1+

1
γ0

g

m̃g
˙̂mg−

ẽTP2B (δg(x̂) + g(x)Wg) u1 +
1
γ1

g

w̃g
˙̂wg. (28)

利用式(18)(22)和g(x) > gL > 0,∀x ∈ Rn,下面的
不等式是成立的:

−ẽTP2B(θ̃T
f +g(x)Mf )ξf (x̂)+

1
γ0

f

m̃f
˙̂mf6

mf

∣∣ẽTP2B
∣∣ ‖ξf (x̂)‖ −

g(x)ẽTP2BMfξf (x̂) +
1
γ0

f

m̃f
˙̂mf =

m̂f

∣∣ẽTP2B
∣∣ ‖ξf (x̂)‖ −

g(x)
gL

m̂2
f

∣∣ẽTP2B
∣∣2 ‖ξf (x̂)‖2

m̂f

∣∣ẽTP2B
∣∣ ‖ξf (x̂)‖+ ε0

f

+

m̃f

(
1
γ0

f

˙̂mf −
∣∣ẽTP2B

∣∣ ‖ξf (x̂)‖
)

6

ε0
f −

η0
f

γ0
f

m̃fm̂f = ε0
f −

η0
f

γ0
f

m̃2
f −

η0
f

γ0
f

m̃fmf

ε0
f −

η0
f

γ0
f

m̃2
f −

η0
f

γ0
f

m̂fmf +
η0

f

γ0
f

m2
f 6

ε0
f −

η0
f

γ0
f

m̃2
f +

η0
f

γ0
f

m2
f . (29)

利用式(19)∼(21)和式(23)∼(25), 类似于不等
式(29)的推导过程,下面3个不等式是成立的:

−ẽTP2B
(
θ̃T
g +g(x)Mg

)
ξg(x̂)u1+

1
γ0

g

m̃g
˙̂mg 6

ε0
g −

η0
g

γ0
g

m̃2
g +

η0
g

γ0
g

m2
g, (30)

−ẽTP2B (δf (x̂) + g(x)Wf ) +
1
γ1

f

w̃f
˙̂wf 6

ε1
f −

η1
f

γ1
f

w̃2
f +

η1
f

γ1
f

w2
f , (31)

−ẽTP2B (δg(x̂) + g(x)Wg) u1 +
1
γ1

g

w̃g
˙̂wg 6

ε1
g −

η1
g

γ1
g

w̃2
g +

η1
g

γ1
g

w2
g . (32)

利用不等式(29)∼(32),式(28)变为

V̇ 6 −1
2
êTQ1ê− 1

2
ẽTQ2ẽ−

η0
f

γ0
f

m̃2
f −

η1
f

γ1
f

w̃2
f−

η0
g

γ0
g

m̃2
g −

η1
g

γ1
g

w̃2
g + ε0

f + ε1
f + ε0

g + ε1
g +

η0
f

γ0
f

m2
f +

η1
f

γ1
f

w2
f +

η0
g

γ0
g

m2
g +

η1
g

γ1
g

w2
g .

上式可表示为

V̇ 6 −2µV + ε. (33)

其中:

µ =

min
(

1
2

λmin (Q1)
λmax (P1)

,
1
2

λmin (Q2)
λmax (P2)

, η0
f , η1

f , η0
g , η

1
g

)
,

ε = ε0
f + ε1

f + ε0
g + ε1

g +
η0

f

γ0
f

m2
f +

η1
f

γ1
f

w2
f +

η0
g

γ0
g

m2
g +

η1
g

γ1
g

w2
g .

根据引理1,可得

V (t) 6 V (0)e−2µt +
ε

2µ
, ∀t > 0. (34)

类似于文献[12]中定理4.1的证明过程, 利用
式(26)和(34),可知ê, ẽ, m̂f , m̂g, ŵf , ŵg是一致有界

的,且

λmin(P1) |ê|2 6 êTP1ê 6 2V (0)e−2µt +
ε

µ
.

变换上式,可得

|ê|2 6 2V (0)
λmin(P1)

e−2µt +
1

λmin(P1)
ε

µ
. (35)

根据式(35),给定任意α >
√

1
λmin(P1)

ε
µ ,存在T对所

有的t > T ,满足

|ê| 6
√

1
λmin(P1)

ε

µ
< α.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Simulation example)
为了说明本文提出控制算法的有效性,把提出

的控制算法应用到直流发动机和带有摩擦力变速

箱相连的系统,系统方程表示如下[11]:

q̈ = 1/J(u− F ). (36)

其中: q是发动机的角位移, u是控制输入, J为惯量

参数, F表示摩擦力,摩擦力F可以表示为

F = σ0z + σ1ż + σ2q̇,

ż = −σ0a(q̇)z + q̇,
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a(q̇) =
|q̇|

α0 + α1e−(q̇/α2)2
.

其中: z是模型内部状态, 参数J = 0.0025,
σ0 = 280, σ1 = 1, σ2 = 0.017, α0 = 0.22,
α1 = 0.17, α2 = 0.1是从文献[11]辨识得到, 把
系统(36)表示成方程(1)的标准形式f = F/J, g =
1/J . 系统(36)的不确定部分为摩擦力F和惯量参

数J(未知常数). 选择下面的隶属度函数:

µA1
1
( ˙̂q) = exp

{
−

(
( ˙̂q − 0.3)/2

)2
}

,

µA2
1
( ˙̂q) = exp

{
−

(
( ˙̂q + 0.3)/2

)2
}

.

利用上面的隶属度函数, 可得ξf ( ˙̂x) = ξg( ˙̂x) =
[µA1

1
/D, µA2

1
/D]T, 其中D = µA1

1
+ µA2

1
. 在控制

律(12)中的标称参数向量g0 = 1/J0, J0 = 0.01,
θ0
f = [100,−100]. 反馈增益向量Kc = [4, 4]T和
观测增益向量K0 = [89, 184]T. 控制律(13)中的
设计参数为ε0

f = ε1
f = ε0

g = ε1
g = 1, 选择正定

矩阵Q2 =

[
2 0
0 1

]
, 根据等式(15)可以得到P2 =

[
1.0506−0.5000

−0.5000 0.2476

]
,自适应律(22)∼(25)中的设计

参数η0
f = η1

f = η0
g = η1

g = 10, γ0
f = γ1

f = γ0
g =

γ1
g = 750, 调节参数初始值m̂f (0) = ŵf (0) =

m̂g(0) = ŵg(0) = 1. 假设期望的输出为正弦
曲线.
系统(36)的初始状态q(0) = 1, q̇(0) = 0. 从

图1和图2中可以看出,利用本文提出的控制算法,
系统的角位移q和角速度q̇分别很好的跟踪期望轨

迹ym和ẏm. 从图3中可以看出,误差估计ê和 ˙̂e收敛
到小的零邻域内,说明观测器(4)设计的合理性.

图 1 角位移 q(实线)和期望输出 ym(虚线)
Fig. 1 Angular position q(solid) and desired

output ym(dashed)

图 2 角速度 q̇(实线)和期望输出导数 ẏm(虚线)
Fig. 2 Angular speed q̇ (solid) and derivative of

desired output ẏm (dashed)

图 3 误差估计 ê(实线)和误差估计的导数 ˙̂e(虚线)
Fig. 3 Estimation of error ê(solid) and derivative

of estimation of error ˙̂e (dashed)

5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对SISO非线性不确定系统提出了一种

自适应模糊控制算法. 提出的算法不需要假设系
统的状态可测,状态变量通过设计观测器来估计.
使用李雅普诺夫综合法证明了系统的收敛性并获

得相应的自适应调节律. 仿真结果证实利用本文
的控制算法可使系统的输出信号很好地跟踪期望

的轨迹并且闭环系统的所有信号都是有界的.
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