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摘要:实际系统的奇异系统模型往往通过忽略系统的奇异摄动系统模型微分项系数矩阵中的小时间参数得到.
然而,传统的奇异系统控制器设计很少考虑微分项系数矩阵的摄动.本文拓展了现有奇异系统输出动态反馈H∞控
制器的设计,使得当实际闭环系统中存在小时间参数时,仍然能保持稳定并且满足一定的H∞性能指标.仿真算例
说明了本文提出方法的有效性.
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Abstract: The H-infinity control problem for singularly perturbed system is considered in this paper. The conven-
tional design techniques of the output dynamic feedback H-infinity controller for singular systems are improved. It is
shown that when such an improved controller is applied to corresponding singularly perturbed systems, the stability and
H-infinity performance of the closed-loop system can be guaranteed when there exist singularly perturbed parameters in the
derivative-term-matrix. The H-infinity controller design is ε independent. Matrix inequalities are also proposed to design
the controller. Finally, a numerical example is presented to show the effectiveness of the controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
在系统理论与控制工程中,对物理系统进行建模

往往有较高的阶次；实际系统中存在的很多小时间

参数是建模动态阶数较高的一个重要原因.在实际
工程中, 为了简化模型经常通过忽略这些小时间参
数来进行控制器设计.在这类简化模型中,奇异系统
是一种很常见的形式[1].
奇异系统的研究在过去20多年中有很多成果[2],

文献[3∼8]研究了奇异系统H∞控制器设计的多种方
法. 但是就作者所知,尚未见有文献从奇异系统的角
度研究实际带有小参数的系统的控制器设计问题,
这在某些情况下, 将有可能会给奇异系统理论在实
际工程中的应用带来了一定的局限性. 实际上,在很
多情况下, 根据奇异系统模型设计的控制器在闭环
系统中存在小时间参数时不能达到期望的效果,比

如下面这个例子.
考察带有小时间参数的系统




ẋ1(t) = x1(t) + x2(t) + u(t),

εẋ2(t) = x1(t)− x2(t) + u(t),

y(t) = x1(t) + x2(t).

t ∈ R+, (1)

其中ε > 0为实际系统中存在的小时间参数. 由于ε

在实际系统中很小,很难确定其确切取值;因此在系
统建模中往往被忽略掉,从而将原来含有小时间参
数的系统建模为奇异系统.这里根据奇异系统设计
输出反馈控制器u(t) = 2y(t).
当忽略小参数时,即当ε = 0时,容易验证闭环奇

异系统无脉冲且稳定. 然而, 由于实际系统含有小
时间参数,因此, ε > 0,闭环系统为二阶系统;并且
当ε → 0+时, 存在一个系统特征值趋于正无穷, 因
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此实际闭环系统不稳定,由上述讨论可以看出,利用
奇异系统作为近似模型研究,在一定情况下不能得
到很好的控制器设计.因此,讨论如何改进奇异系统
控制器设计方法是非常有意义的问题.
若在奇异系统模型中保留小时间参数,则会得到

奇异摄动系统.奇异摄动系统当ε → 0+时的极限系

统具有奇异系统的形式[9∼11]. 关于奇异摄动系统的
研究已有很多结果[12∼16]. 其主要思想为当ε > 0很
小的时候, 将原系统用快系统和慢系统来近似, 并
且以快慢系统为模型来设计原系统控制器；这实

质上是一种近似的方法, 而且存在一定的局限性.
文献[15]利用近似Riccati方程研究了奇异摄动系统
的H∞控制,通过近似的Riccati等式组给出了奇异摄
动系统H∞问题可解的界实引理, 以及动态输出反
馈H∞控制器设计方法.
本文尝试拓展文献[3]中的奇异系统动态输出反

馈H∞控制器设计,使得该控制器与控制对象组成的
闭环系统在实际存在小时间参数的情况下, 依然能
够保持稳定并且满足一定的H∞性能指标.本文结果
的意义在于一方面拓展了现有的奇异系统H∞控制
方法；另一方面,相对于文献[15]中的Riccati等式方
法,本文的结果为奇异摄动系统H∞控制器设计提供
了与小时间参数无关的矩阵不等式方法.

2 预预预备备备工工工作作作(Preliminary work )
首先, 笔者将回顾并且改进文献[3]中的奇异系

统H∞控制问题可解的判据. 考察如下奇异系统



Eẋ(t) = Ax(t) + B1ω(t) + B2u(t),

z(t) = C1x(t),

y(t) = C2x(t).

t∈R+, (2)

其中: x(t) ∈ Rn为系统状态, u(t) ∈ Rm为控制

输入, ω(t) ∈ Rs为干扰输入, y(t) ∈ Rw为测量输

出, z(t) ∈ Rv为受控输出, E ∈ Rn×n, A ∈ Rn×n,
B1 ∈ Rn×s, B2 ∈ Rn×m, C1 ∈ Rv×n, C2 ∈ Rw×n.
系统矩阵具有形式

E =

[
I1 0
0 0

]
, A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, B1 =

[
B11

B12

]
,

B2 =

[
B21

B22

]
, C1 =

[
C11 C12

]
, C2 =

[
C21 C22

]
.

并且满足I1 ∈ Rp×p,其余矩阵分块具有适当维数.
显然, 奇异系统(2)是如下摄动系统当ε → 0+时

的极限系统



Eεẋ(t)=Ax(t)+B1ω(t)+B2u(t),

z(t) = C1x(t),

y(t) = C2x(t).

t∈R+, (3)

其中: ε > 0为小时间参数, A,Bi, Ci, i = 1, 2与系

统(2)定义相同,并且Eε =

[
I1 0
0 εI2

]
.

首先给出以下几个定义.
定定定义义义 1 当(E, A)同时满足正则稳定无脉冲时,

奇异系统(2)容许.
定定定义义义 2 设x+(t), xε+(t)分别为奇异系统(2)和

摄动系统(3)的广义状态解. 若奇异系统正则并且广
义状态解满足

lim
ε→0+

xε+(t) = x+(t),

则称奇异系统(2)鲁棒保持.
定义2中的广义状态解收敛性在文献[9∼11]中都

有明确的定义与研究,下面将根据定义2给出几个引
理.
引引引理理理 1 [11] 若奇异系统(2)正则, 则当A22特征值

均在负半平面时, 摄动系统(3)广义状态解当ε →
0+时极限解为奇异系统(2)的广义状态解.
定定定义义义 3 若奇异系统(2)正则,并且矩阵A22特征

值均在负半平面,则称奇异系统强鲁棒保持.
文献[3]中定理1给出了奇异系统H∞控制问题可

解的充分必要判据(界实引理). 根据界实引理[3],本
文中定义

GR(X;A,B1, C1) ,ATX + XTA + CT
1 C1+

γ−2XTB1B
T
1 X.

并且,按照A将GR写为分块形式可得

GR(X;A,B1, C1) =

[
GR1 GR2

GT
R2 GR3

]
.

下面,根据定义3将界实引理做了一定的改进,在
满足文[3]中界实引理条件的基础上要求系统(2)同
时强鲁棒保持. 因此,可以得到引理2.
界实引理中X, Y按照系统(2)的形式统一写为分

块形式可以得到

X =

[
X1 0
X2 X3

]
, Y =

[
Y1 Y2

0 Y3

]
. (4)

其中X1 ∈ Rp×p, X3 ∈ Rq×q, Y1 ∈ Rp×p, Y3 ∈ Rq×q.

引引引理理理 2 设奇异系统(2)满足界实引理[3], 则当
文献[3]定理1中矩阵X同时满足

UXUT > 0, (5)

或Y同时满足

UY UT > 0, (6)

U = [0 I2],时奇异系统(2)容许, ‖Gωz(s)‖ < γ, 并
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且系统(2)强鲁棒保持.
证证证 由UXUT > 0,可得X3 > 0,又因为[
AT

11 AT
21

AT
12 AT

22

][
X1 0
X2 X3

]
+

[
XT

1 XT
2

0 XT
3

][
A11 A12

A21 A22

]
<0,

因此,容易得到AT
22X3 + XT

3 A22 < 0,并且A22的特

征值在负半平面. 因此,根据引理1可得奇异系统(2)
强鲁棒保持.
同理, 当矩阵Y满足UY UT > 0时, 奇异系统(2)

的强鲁棒保持.
根据引理条件奇异系统(2)同时满足界实引理[3],

因此引理2得证. 证毕.
本节给出了奇异系统鲁棒保持和强鲁棒保持的

概念,并改进了奇异系统的界实引理,使得满足该引
理条件的奇异系统同时具有强鲁棒保持的性质, 这
些结果为下面的控制器设计打下了基础.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results )
首先考虑奇异系统(2)的H∞控制器设计, 系

统(2)的动态输出反馈H∞控制器为



[
ξ̇1(t)

0

]
=

[
Â11 Â12

Â21 Â22

][
ξ1(t)
ξ2(t)

]
+

[
B̂1

B̂2

]
y(t),

u(t) =
[
Ĉ1 Ĉ1

] [
ξ1(t)
ξ2(t)

]
.

(7)

其中: t ∈ R+, ξ1(t) ∈ Rpξ , ξ2(t) ∈ Rqξ , pξ+qξ = nξ.

在控制器(7)中,令

Ê =

[
Î1 0
0 0

]
, Â =

[
Â11 Â12

Â21 Â22

]
,

B̂ = [B̂1 B̂2]T, Ĉ = [Ĉ1 Ĉ2],

则式(7)可简单记为{
Êξ̇(t) = Âξ(t) + B̂y(t),

u(t) = Ĉξ(t),
t ∈ R+, (8)

由系统(2)与控制器(11)组成闭环系统{
Ecẋc(t) = Acxc(t) + Bcω(t),

y(t) = Ccxc(t),
t ∈ R+, (9)

其中:

Ec =

[
E 0
0 Ê

]
, Ac =

[
A B2Ĉ

B̂C2 Â

]
,

Bc = [B1 0]T, Cc = [C1 0].

显然, 闭环系统(9)仍然是奇异系统, 文献[3]定
理2对控制器(7)进行了设计. 下面将讨论如何改进
文[3]中的设计使得闭环系统(9)容许, 满足H∞指标,
同时强鲁棒保持.

根据奇异系统界实引理[3]可得闭环系统(9)容许
且满足H∞指标当且仅当存在矩阵Xc使得

ET
c Xc = XT

c Ec,

AT
c Xc + XT

c Ac + CT
c Cc + γ−2XT

c BcB
T
c Xc < 0,

通过受限等价变换,可以直接讨论系统矩阵具有如
下形式的闭环系统(9)

Ec =




I1 0 0 0
0 Î1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 ,

Ac =




A11 B21Ĉ1 A12 B12Ĉ2

B̂1C21 Â11 B̂1C22 Â12

A21 B22Ĉ1 A22 B22Ĉ2

B̂2C21 Â21 B̂2C22 Â22


 ,

Bc = [BT
11 0 BT

12 0]T, Cc = [C11 0 C12 0].

因此,根据前面奇异系统界实引理[3],考虑H∞指
标判据时可以直接假设Xc具有如下形式

Xc=

[
Xc1 0
Xc2 Xc3

]
=




Xc11 Xc12 0 0
Xc13 Xc14 0 0
Xc21 Xc22 Xc31 Xc32

Xc23 Xc24 Xc33 Xc34


 . (10)

这样可以得到下面的主要定理.
定定定理理理 1 对于奇异系统(2), 若存在矩阵X ,

Y , F , G满足文献[3]中定理2条件并且UXUT >

0, UY UT > 0, γ2(UY TUT)−1 − UXUT > 0(这
里U = [0 I2])则闭环系统(9)容许, 满足‖Cc(sEc −
Ac)−1Bc‖∞ < γ, γ > 0,同时闭环系统强鲁棒保持.

证证证 首先根据定理条件可知X, Y具有结构(4)并
且满足X3 > 0, Y3 > 0.
令∆ = γ2Y −T −X ,则

∆ =

[
∆1 0
∆2 ∆3

]
=

[
∗ 0
∗ γ2Y −T

3 −X3

]
.

由于控制器(7)首先满足文献[3]定理2条件, 因此闭
环系统(9)容许且满足给定H∞指标. 下面需要进一
步证明在定理条件下闭环系统是强鲁棒保持的.

闭环系统中记

Cc2 =
[
C12 0

]
, Bc2 =

[
B12

0

]
, Θ=

[
A22 B22Ĉ2

B̂2C22 Â22

]
,

其中,根据文[3]定理2可得

Â22 =A22+B22Ĉ2−B̂2C22+γ−2B12B
T
12X3−∆−T

3 ·
ĈT

2 BT
22X3+∆−T

3 GR3(X;A+B2F, B1, C1).
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显然, 要证明闭环系统(9)强鲁棒保持只需要证
明Θ特征值均在负半平面.

构造Ψ =

[
γ2Y −T

3 −∆3

−∆3 ∆3

]
,根据定理条件容易得

到Ψ > 0. 于是令

gr = ΨTΘ + ΘTΨ + CT
c2Cc2 + γ−2ΨTBc2B

T
c2Ψ,

由于Ψ > 0, 因此要证明Θ特征值均在负半平面, 只
需要证明gr < 0即可.

下面,令S̃ = T̃ =

[
I 0
I I

]
其中I是与X3, Y3维数

相同的单位矩阵,则分别可以得到

Θ̃= S̃−1ΘT̃ =[
A22+B22Ĉ2 B22Ĉ2

Â22−B22Ĉ2−A22+B̂2C22 Â22−B22Ĉ2

]
,

Ψ̃ = S̃TΨT̃ =

[
X3 0
0 ∆3

]
,

B̃c2 = S̃−1Bc2 =
[
BT

12 −BT
12

]T

,

C̃c2 = Cc2T̃ =
[
C12 0

]
.

同时,令

S̄ =

[
I γ−2Y3∆

T
3

0 I

]
, T̄ =

[
I γ−2Y T

3 ∆3

0 I

]
,

其中I是与X3, Y3维数相同的单位矩阵,则分别可以
得到

Ψ̄ = S̄TΨT̄ =

[
γ2Y −T

3 0
0 ∗

]
,

Θ̄ = S̄−1ΘT̄ =

[
A22 − γ−2Y3∆

T
3 B̂2C22 ∗

∗ ∗

]
,

B̄c2 = S̄−1Bc2 =
[
BT

12 0
]T

,

C̄c2 = Cc2T̄ =
[
C12 γ−2C12Y

T
3 ∆3

]
.

记g̃r = T̃TgrT̃ , ḡr = T̄TgrT̄ , 则可以将g̃r与ḡr写为

如下分块形式

Ṽ =

[
Ṽ1 Ṽ2

Ṽ T
2 Ṽ3

]
= g̃r, V̄ =

[
V̄1 V̄2

V̄ T
2 V̄3

]
= ḡr.

通过将gr各部分矩阵代入并计算可以得到Ṽ2 = Ṽ1,
Ṽ3 = V̄1 − Ṽ1 + Ṽ2 + Ṽ T

2 , Ṽ1 < 0,且V̄1 < 0.因此

g̃r =

[
Ṽ1 Ṽ1

Ṽ1 V̄1 + Ṽ1

]
=

[
I 0
I I

][
Ṽ1 0
0 V̄1

][
I I

0 I

]
<0,

其中I为适当维数的单位矩阵. 由上述证明可知Θ的

所有特征值均在负半平面. 根据定义3,可知闭环系
统(9)强鲁棒保持.
综上,在定理条件下,动态输出反馈控制器(9)使

得闭环系统(9)容许, 满足H∞性能指标并且强鲁棒
保持.
证毕.
定理1实质上改进了文献[3]定理2的控制器设计,

进一步将利用改进后的控制器(7)与受控对象构成
闭环系统,将证明闭环系统在存在小时间参数的情
况下仍然能保持期望特性. 于是可以得到下面的定
理2.
定定定理理理 2 假设动态输出反馈控制器(7)使得闭

环系统(9)容许, 满足‖Cc(sEc − Ac)−1Bc‖∞ < γ,
γ > 0,并且强鲁棒保持. 设奇异摄动系统(3)的动态
输出反馈控制器在实际存在小时间参数时为




[
ξ̇1(t)
εξ̇1(t)

]
=

[
Â11 Â12

Â21 Â22

][
ξ1(t)
ξ2(t)

]
+

[
B̂1

B̂2

]
y(t),

u(t) =
[
Ĉ1 Ĉ1

] [
ξ1(t)
ξ2(t)

]
.

(11)

其中t ∈ R+, 控制器中各个矩阵根据定理1加以设
计,则闭环系统{

Ec(ε)ẋc(t) = Acxc(t) + Bcω(t),

y(t) = Ccxc(t),
(12)

其中t ∈ R+. 当ε充分小时稳定并且满足给定的H∞
指标.

证证证 显然Ec = Ec(0),根据定理条件,闭环系统
(9)容许, 强鲁棒保持. 并且, 由 gr < 0, Θ稳定可得

gr(X;Θ, Bc2, Cc2) = 0存在镇定解. 因此,根据文[5]
中命题1,当ε充分小时‖Cc(sEc(ε) − Ac)−1Bc‖∞ <

γ. 因此当ε充分小时闭环系统(9)稳定并且满足
H∞指标.
证毕.
通过定理1和定理2可以看出, 当奇异系统(2)满

足定理1条件时,其动态输出反馈H∞控制器(7)通过
改进,就能够在实际系统具有充分小时间参数时依
然有效. 实际上,当定理1条件满足时,可以通过求解
定理1中的Riccati不等式得到定理2中控制器(7)的结
构参数.
矩阵不等式方法是求解矩阵不等式的常用方

法[17], 根据前面的讨论, 将讨论如何利用矩阵不等
式的方法求取控制器(7)参数.
定定定理理理 3 下面两个判据是等价的:
I)满足定理1条件的矩阵不等式有解X, Y, F, G;
II)存在可逆矩阵W,Z , 矩阵Q,R同时满足如下
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矩阵不等式:


ZTAT+AZ+RTBT
2 +B2R ZTCT

1 B1

C1Z − I 0
BT

1 0 −γ2I


<0,




ATWT+WA+CT
2 QT+QC2 WB1 CT

1

BT
1 WT − I 0
C1 0 −γ2I


<0,

− [I 0]Z

[
I

0

]
< 0,−[0 I ]Z

[
0
I

]
< 0,

− [I 0]W

[
I

0

]
< 0,−[0 I ]W

[
0
I

]
< 0,

− [0 I ](γ2WT − Z−1)

[
0
I

]
< 0,

ET(γ2WT − Z−1) 6 0.

证证证 I)⇒II): 容易得到满足定理条件的矩
阵X, Y均非奇异,因此可得

(A + B2F )TX + XT(A + B2F )+

CT
1 C1 + γ−2XTB1B

T
1 X < 0,

⇔
X−T((A + B2F )TX + XT(A + B2F )+

CT
1 C1 + γ−2XTB1B

T
1 X)X−1 < 0,

⇔
X−TAT + AX−1 + X−TF T BT

2 + B2FX−1+

X−TCT
1 C1X

−1 + γ−2B1B
T
1 < 0.

令Z = X−1, R = FZ, 则根据Schur引理以及定理
条件可以得到II).

II)⇒I): 由II)可知Z,W均可逆, 通过I)⇒II)的逆
推导可以直接得到I).
证毕.
由定理3可以通过MATLAB的LMI工具箱求解动

态输出反馈控制器(11),这样就方便了控制器设计.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation example)
本节中,将通过一个实际算例说明本文控制器设

计的有效性. 在奇异摄动系统(3)中,令

Eε =




1 0 0
0 ε 0
0 0 ε


 , A =



−1 −1 −1
0 0.1 0
1 0 − 0.1


 ,

B1 =




0.1
0.2
0.1


, B2 =




0
1
1


, C1 =




0.1
0.1
0.1




T

, C2 =




0
1
1




T

,

并且取H∞指标为γ = 1,通过求解定理3中的矩阵不
等式可得

X =




0.2257 0.0000 0.0000
−0.2673 0.2971−0.1402

0.1256−0.1402 0.1722


 ,

Y =




0.2257−2.3756 1.7575
0.0000 0.2971−0.1402
0.0000−0.1402 0.1722


 ,

(γ2Y −T−X)=




4.2057 0.0000 0.0000
23.1529 5.1705 4.5920

−26.7149 4.5920 9.2594


 .

容易验证所求得结果满足定理1的条件,进一步根据
定理1可得到控制器(7)参数矩阵. 下面通过仿真计
算列表进行分析.

表 1 开环系统与闭环系统性能比较
Table 1 Comparison between open-loop system and

closed-loop system

开环系统 闭环系统

稳定性 H∞范数 稳定性 H∞范数

ε=0.001 不稳定 无 稳定 0.16923
ε=0.01 不稳定 无 稳定 0.23835
ε=0.05 不稳定 无 稳定 4.7725
ε=0.1 不稳定 无 稳定 无

首先, 根据仿真结果容易知道在上述情况下,
开环奇异摄动系统都是不稳定的. 而加入控制
器后构成的闭环系统在ε充分小时稳定并且满足

给定的H∞性能指标; 然而当ε取值比较大时, 比如
当ε = 0.05时闭环系统虽然稳定但是不满足H∞性
能指标,当ε = 0.1时闭环系统不稳定. 仿真结果与
本文前面的理论分析是一致的. 因此,算例表明控制
器设计是有效的.
同时, 利用文献[3]中的设计方法设计奇异系

统H∞控制器; 容易验证, 当闭环系统带小时间参
数时不稳定. 根据上面的仿真比较可以看到,本文提
出的方法的确是对已有方法的有益的补充.

5 结结结论论论(Conclusion )
本文尝试拓展已有的奇异系统动态输出反

馈H∞控制器的设计方法, 使得当实际闭环系统中
存在小时间参数时,也能保持稳定并且满足H∞性能
指标.本文的结果表明,利用拓展后的奇异系统动态
输出反馈H∞控制器与原系统构成的闭环系统,在实
际存在充分小时间参数时, 依然能够能达到有效的
控制效果.进一步,本文给出了一种矩阵不等式方法
进行控制器设计.
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