
第 24卷第 5期
2007年 10月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 24 No. 5
Oct. 2007

具具具有有有多多多分分分段段段损损损失失失函函函数数数的的的多多多输输输出出出支支支持持持向向向量量量机机机回回回归归归

胡根生1, 邓飞其2

(1. 安徽大学电子科学与技术学院,安徽合肥 230039; 2. 华南理工大学自动化科学与工程学院,广东广州 510640)

摘要:对多维输入、多维输出数据的回归,可以采用多输出支持向量机回归算法. 本文介绍具有多分段损失函数
的多输出支持向量机回归,其损失函数对落在不同区间的误差值采用不同的惩罚函数形式,并利用变权迭代算法,
给出回归函数权系数和偏置的迭代公式. 仿真实验表明,该算法的精确性和计算工作量都优于使用多个单输出的
支持向量机回归算法.
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Abstract: Multi-output support vector regression (MSVR) algorithm can be used for the regression of multi-input multi-
output data. An MSVR with piecewise loss function is proposed in this paper. For error values on different interval, the
loss function adopts different forms of penalty functions. By using re-weight iterative algorithm, the iterative formulas of
weight coefficients and bias of regression function are then given. Experiments also show that the accuracy and workload
of this algorithm are superior to that using several single-output SVR algorithms.
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1 引引引言言言(Introduction)
支持向量机(SVM)是由Vapnik等人提出的一种

基于统计学习理论和结构风险最小化原理的新

型学习机[1]. 目前的支持向量机回归算法主要是
多输入、单输出的, 即给定一组数据{(xi, yi), i =
1, · · · , n}, 这里xi ∈ Rd, yi ∈ R, 构造线性回归函
数f ∈ F , F = {f |f : Rd → R}是一个函数类,使得
结构风险

Rreg(f) = Remp(f) + CΩ(f) (1)

最小, 其中: Remp(f) =
1
n

n∑
i=1

L(yi, f(xi))是经验风

险函数, Ω(f)是提高函数泛化能力的正则项.
实际生活中经常会出现多输出函数的回归问题,

这些多输出之间有时并不是相互独立的, 如果用多
个单输出支持向量机回归算法来估计多输出函数,
则不能平等地对待每个样本点,因而精确性较差. 本
文利用F.Perez-Cruz等人提出的变权迭代算法[2], 求
解多输出支持向量机回归问题(MSVR),提高估计的
精确性,降低多维回归问题的计算工作量.

利用变权迭代算法求解MSVR时,必须选择目标
函数中恰当的损失函数. 标准的支持向量机回归
模型采用Vapnik定义的ε-不敏感损失函数, 这是一
种线性惩罚函数, 对于误差小于ε的样本点不予惩

罚. Suykens等人提出的最小方差支持向量机(LS-
SVM)[3]用平方损失函数代替ε-不敏感损失函数,其
约束条件就由等式约束代替了不等式约束, 求解这
类问题就变成了求解对偶空间中的一组线性方程,
降低了计算复杂性, 但同时也降低了它的抗噪声能
力, 如果噪声分布具有长尾, 则解的结果会由于少
量噪声的影响而与实际值有很大的偏离. 除此之外,
Laplace损失函数用误差项的绝对值作为惩罚函数,
Huber损失函数把Laplace损失函数和二次损失函数
结合了起来[4], 这几种损失函数不再具有ε-不敏感
损失函数解的稀疏性.本文结合ε-不敏感损失函数
和Huber损失函数的优点,采用多分段损失函数的形
式, 在不同的区间段内, 损失函数具有不同的形式,
这样既保持了解的稀疏性, 又增强了模型的抗噪声
能力,提高了估计的精确度.
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2 具具具有有有多多多分分分段段段损损损失失失函函函数数数的的的多多多输输输出出出支支支持持持向向向量量量

机机机回回回归归归算算算法法法(MSVR algorithm with piece-
wise loss function)
给定数据集{(xi, yi), i=1, · · · , n},这里xi∈Rd,

yi ∈ Rm. 多输出情况下,要构造函数f j(x) = ΦT(x)
wj + bj, j = 1, · · · ,m,使式(1)的结构风险最小化.
根据支持向量机理论, 多输出情况下, 最小化

式(1)等价于下面的约束优化问题[5]:

min
m∑

j=1

‖wj‖2 + C
n∑

i=1

L(ξi),

s.t. ‖yi − ΦT(xi)w − b‖ 6 ε + ξi,

ξi > 0, i = 1, · · · , n. (2)

这里L(ξi)是损失函数, yi = (y1
i , y

2
i , · · · , ym

i ), w =
(w1, w2, · · · , wm), b = (b1, b2, · · · , bm).
式(2)定义了一个ε-超球不敏感域,当实际值与估

计值之差的欧几里得范数小于ε时,即样本点位于多
维输出估计的ε-超球不敏感域内, 损失函数的惩罚
值为0,如果样本点位于多维输出估计的ε-超球不敏
感域之外时,损失函数按同样的因子系数C 进行惩

罚.
如果采用m个单输出的支持向量回归来代替多

输出支持向量回归, 则目标函数里的损失函数不能
平等地对待多输出回归中的每一个样本点.
式(2)需要事先定义一个损失函数,本文结合ε-不

敏感损失函数和Huber损失函数的优点,采用多分段
损失函数的形式,其损失函数定义为:

L(δi) =



−δi − ε, δi ∈ (−∞,−βpε),
...

...

(−δi − ε)
p∏

j=l

(−δi − ε)
(βj − 1)ε

, δi ∈ [−βlε,−βl−1ε),

...
...

0, δi ∈ [−β0ε, β0ε],
...

...

(δi − ε)
p∏

j=l

(δi − ε)
(βj − 1)ε

, δi ∈ (βl−1ε, βlε],

...
...

δi − ε, δi ∈ (βpε, +∞).

(3)

这里δi =yi−f(xi), 1=β0 6β1 6 · · ·6βp <+∞.
损失函数式(3)对落在越小区间值的误差项, 其

惩罚值也越小,且小于相应的线性惩罚函数. 实际应
用表明[6], 三阶及以上的损失函数区域适合于次高
斯噪声,二阶损失函数区域适合于高斯噪声,线性损
失函数区域适合于超高斯噪声.

当βp = 1时,上述损失函数等价于ε-不敏感损失
函数,当βp−1 = 1时,损失函数式(3)等价于下述函数
形式

L(δ) =





−δ − ε, δ ∈ (−∞,−βε),
(−δ − ε)2

(β − 1)ε
, δ ∈ [−βε,−ε),

0, δ ∈ [−ε, ε], β > 1.
(δ − ε)2

(β − 1)ε
, δ ∈ (ε, βε],

δ − ε, δ ∈ (βε, +∞),

(4)

式(4)中, ε-不敏感区域δ ∈ [−ε, ε] 适用于低频
变化, 例如游荡或基线偏离, 二次损失函数域|δ| ∈
(ε, βε] 适用于处理高斯噪声, 线性惩罚函数区域
限制异常点或颤动噪声对模型的影响. 在SVR的
贝叶斯模型选择方法中[7,8], 噪声分布常常被假定
为具有下述指数分布形式: P (δi) ∝ e[−CL(ξi)], 这
里ξi = max(0, |yi− f(xi)| − ε). 如果使用式(4)的损
失函数,对于落在二次损失函数域|δ| ∈ (ε, βε]的误

差项,则P (δi) ∝ e(−C
δ2
i

(β−1)ε
). 如果噪声分布是均值

为0、方差为r2的高斯分布, 则β ∼ 2Cr2

ε
+ 1, 由此

可以看出,恰当的β值是与噪声分布的方差有密切的

关系.
将式(2)的损失函数采用式(3)的形式, 则式(2)中

的损失函数

L(ξi) =



0, ξi = 0,
...

...

ξi

p∏
j=l

ξi

(βj−1)ε
, ξi∈((βl−1−1)ε, (βl−1)ε],

...
...

ξi, ξi ∈ ((βp − 1)ε, +∞).

(5)

损失函数式(5)具有多分段的形式, 该模型可以
利用F.Perez-Cruz等人提出的变权迭代算法来求解,
算法的收敛性已经由F.Perez-Cruz等人给出[9].
定义Lagrange乘子

L =
m∑

j=1

‖wj‖2 + C
n∑

i=1

L(ξi)−
n∑

i=1

αi[(ε+ξi)2−

‖yi−ΦT(xi)w−b‖2]−
n∑

i=1

µiξi. (6)

由KKT条件得到
∂L

∂wj
= 2wj − 2ΦTDα[yj − Φwj − 1bj] = 0. (7)

这里: ΦT =(Φ(x1), Φ(x2), · · · , Φ(xn)), yj =(yj
1, y

j
2,

· · ·,yj
n)T, Dα =diag{α1, α2,· · ·,αn},1=(1, 1,· · ·,1)T.
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∂L

∂bj
= αT[yj − Φwj − 1bj] = 0 (8)

这里αT = (α1, α2, · · · , αn).
∂L

∂ξi

= Cai − µi − 2αi(ε + ξi) = 0, (9)

这里:

ai =



(p−l+2)
p∏

j=l

ξi

(βj−1)ε
, ξi∈((βl−1−1)ε, (βl−1)ε],

...
...

1, ξi ∈ ((βp − 1)ε, +∞).
µi, αi > 0, (10)

αi[(ε + ξi)2 − ‖yi − ΦT(xi)w − b‖2] = 0, (11)

µiξi = 0, (12)

‖yi − ΦT(xi)w − b‖ − ε− ξi 6 0. (13)

由式(7)(8)我们得到[
ΦTDαΦ + I ΦTα

αTΦ αT1

][
wj

bj

]
=

[
ΦTDαyj

αTyj

]
. (14)

根据表示定理[10]

wj =
n∑

i=1

γj
i Φ(xi) = ΦTγj, (15)

这里γj = (γj
1, γ

j
2, · · · , γj

n)T.
将式(15)代入式(7), 并在方程的两边同时乘

以ΦTDα的广义逆(ΦTDα)+, 得到[ΦΦT + D+
α ]γj =

[yj − 1bj],如果某个正定核函数K 满足Ｍercer定理
的条件(比如高斯核函数), 就能定义K = ΦΦT, 其
中Kij = K(xi, xj) = ΦT(xi)Φ(xj),因而式(14)变为[

K + D+
α 1

αTK αT1

][
γj

bj

]
=

[
yj

αTyj

]
, (16)

所以 [
γj

bj

]
=

[
K + D+

α 1
αTK αT1

]−1 [
yj

αTyj

]
. (17)

记ei = ‖yi−ΦT(xi)w−b‖,根据式(9)∼(13)可得

αi =





0, ei 6 ε,
Cai

2ei

, ei > ε.
(18)

这里

ai =



(p− l + 2)
p∏

j=l

ei − ε

(βj − 1)ε
, ei ∈ (βl−1ε, βlε],

...
...

1, ei ∈ (βpε, +∞).

综上所述,计算这种具有多分段损失函数的多输
出支持向量机回归的步骤为:
第第第1步步步 设置初始值γj , bj , ei和参数值C, σ, ε,

βl,这里γj和bj可以设置初始值为0, ei可以设置初始

值为一个较大的数.
第第第2步步步 对于每个i = 1, · · · , n, 计算式(18)中αi

的值.
第第第3步步步 利用式(17)计算γj , bj ,更新ei的值.
第第第4步步步 如果所有的ei 6 ε, i = 1, · · · , n, 则停

止计算,否则返回第2步.

3 实实实验验验(Experiments)
本节进行仿真实验,分析前面介绍的MSVR算法

的性能.实验是在P4 1.49G CPU, 256MB内存, Win-
dows XP环境下, MATLAB6.5上进行的, 核函数采

用高斯核K(xi, xj) = e−
‖xi−xj‖2

2σ2 , 损失函数采用
式(4)所定义的分段函数.
取数据{(xi, yi) ∈ R×R3, i = 1, · · · , 150},其中

输入数据xi ∈ [−30, 30],三维输出数据为：(a) y1
i =

0.125|0.5xi − 1| + 0.5| sin[π(0.75 + 0.125xi)]| +
0.5 + ri, (b) y2

i = |0.25xi − 1|[1 + 10| sin(0.25xi +
1)|]/100 + ri, (c) y3

i = 2 sin(xi/2)/xi + ri, ri为服从

均值为0、标准差为0.01的正态分布的随机噪声. 从
中任取100组数据作为训练数据,其余的50组数据作
为测试数据,分别用本文介绍的MSVR算法和3个标
准的单输出SVR算法进行训练和测试, 测试结果如
图1所示,训练和测试结果的均方误差如表1所示,所
用的参数为C = 1, σ = 1, ε = 0.05, β = 2.

(a)

(b)
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(c)

图 1 用MSVR和单输出SVR算法所得到的测试结果比较
Fig. 1 Comparison of test results based on MSVR and

single-output SVR

表 1 利用MSVR和单输出SVR算法分别进行训练
和测试的均方误差

Table 1 Mean-square errors of training and testing
based on MSVR and single-output SVR

(a) (b) (c)

SVR训练 0.0034 0.0035 0.0022
SVR测试 0.0066 0.0071 0.0047

MSVR训练 5× 10−12 9× 10−13 8× 10−12

MSVR测试 0.0008 0.0002 0.0009

MATLAB运行上述MSVR算法的时间为8.063 s,
运行3个单输出SVR算法的时间分别为58.671 s,
61.734 s, 58.985 s.
改变噪声ri的标准差, 对应于不同的β值,

MSVR的测试均方误差见表 2 所示, 其中均方误
差是进行10次实验的平均值,其余参数和前面的实
验相同.
从表2可以看出,如果选取β ∼ 2Cr2/ε + 1,则均

方误差要小一些,因而可以选取恰当的β值来提高预

测的精确性.
表 2 对应于不同的β值和噪声标准差,

MSVR的测试均方误差
Table 2 Mean-square errors of testing based on

MSVR for different β values and
standard deviation of noise

ri = 0.01 ri = 0.1 ri = 0.5

β = 1.01 0.00021 0.0183 0.5366
β = 1.2 0.00022 0.0177 0.5778
β = 5.01 0.00023 0.0188 0.4829
β = 10.01 0.00025 0.0191 0.5335

4 结结结论论论(Conclusions)
从上述的仿真实验可以看出, 对于多维输出数

据, 本文介绍的具有多分段损失函数的MSVR算法
的性能比标准的单输出SVR算法要稍好一些, 而
且其计算工作量也比使用多个单输出SVR算法要
小.在使用该MSVR算法时, 调整损失函数里不同
的βi值, 对计算结果有一定的影响, 如果噪声分布
是高斯分布, 不同的βi值适用于不同方差的噪声分

布.同时可以看到,用MSVR做预测,测试结果的波动
比较大,如何减小其波动性,使之具有更好的泛化性
能,是今后要研究的重点之一.
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