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摘要:利用广义模糊双曲正切模型的全局逼近特点,设计一种模糊自适应控制器用于机器人轨迹跟踪控制.广义
双曲正切模型利用输入变量的平移能以任意精度逼近系统的不确定动态. 对于系统不确定外界干扰和模糊系统的
逼近误差,通过求解一个线性矩阵不等式来保证闭环系统的鲁棒稳定性. 对比传统的模糊基函数,在保证系统跟踪
精度的前提下,双曲正切模糊基函数的自适应调整参数大大减少,仿真表明该控制算法具有较强的鲁棒性能和较好
的跟踪性能.
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Robust fuzzy adaptive control of manipulators based on
the generalized hyperbolic model
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Abstract: Taking advantage of the property of the generalized hyperbolic model: a universal approximator, a fuzzy
adaptive controller is proposed for the trajectory tracking control of robotic manipulator. Firstly, by translating the input
variables, a generalized hyperbolic model can approximate to any uncertain dynamics by an arbitrary accuracy. For the
external disturbances and the approximation errors, a linear matrix inequality (LMI) problem is then solved to guarantee
the robustness of the closed-loop. Being different from the traditional fuzzy-based function, the hyperbolic model uses
fewer updated parameters to guarantee a satisfactory tracking performance. Finally, numerical simulations are carried out
to show the expected robustness and tracking accuracy.
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1 引引引言言言(Introduction)
机器人系统是一个多变量、强耦合、高度复杂的

非线性动力学系统,其工作环境复杂多变,外界的干
扰和机器人本身参数的不确定性成为获得机器人精

确数学模型的最大障碍,因此,根据机器人精确数学
模型设计控制器是很困难的.
近几年,模糊控制在复杂非线性系统控制中得到

了广泛的研究.根据模糊系统万能逼近定理 [1],研究
者们提出了包括间接自适应和直接自适应的模糊控

制器 [2∼6],用一组模糊基函数的线性组合来逼近系
统的最优控制,然后通过自适应算法调整参数,使逼
近的误差趋于最小. 对于存在的逼近误差,采用鲁棒
补偿策略 [7∼11]保证系统的稳定性,例如,滑模控制,
H∞控制.

以上提到的模糊控制器,其隶属度函数大多采用
传统的三角函数或高斯函数, 在系统状态大范围变

化时,为了得到较高的控制精度,只有增加模糊规则
数目, 而且在 MIMO 系统中, 随着系统状态变量数
目的增加,模糊规则更是呈指数倍的增长,增加了参
数自适应调整的计算量.
本文提出一种基于广义双曲正切模型 [12]的模糊

自适应控制器,作为 T-S模糊集的真子集,广义双曲
正切模型具有 T-S模型全局逼近的特性. 通过在线
的自适应调整, 广义双曲正切模型能以任意精度逼
近机器人系统未知的动态特性,然后根据文献 [4, 9],
通过求解一组线性矩阵不等式设计鲁棒补偿项来消

除模糊系统逼近误差和外界干扰, 保证了系统跟踪
的精确性和鲁棒性,与传统的模糊基函数相比,虽然
基于模糊双曲正切模型的设计方法在理论上导致了

模糊规则数目的激增,但由于双曲正切函数的特殊
结构,在实际应用中的自适应调整参数大大减少,因
此,这种算法适合于机器人一类的 MIMO复杂非线
性系统控制器的设计.
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2 广广广义义义模模模糊糊糊双双双曲曲曲正正正切切切模模模型型型(Generalized hy-
perbolic model)
定定定义义义 1 已知 MIMO 系统的 n 个输入变量

为 x = [x1(t), · · · , xn(t)],输出为 uf = [uf1(t), · · · ,

ufm(t)], 如果用来描述此系统的模糊规则基满
足以下条件, 则称这组模糊规则基为广义双
曲正切型模糊规则基 [12]: 第 l 条模糊规则的

形式为: If (x1 − d11) is Fx11 and (x1 − d12) is
Fx12 and · · · and (x1 − d1r1) is Fx1r1

and (x2 −
d21) is Fx21 and (x2 − d22) is Fx22 and · · · and
(x2 − d2r2) is Fxr2

and · · · and (xn − dn1) is Fxn1

and xn−dn2 is Fxn2 and · · · and (xn−dnrn
) is Fxnrn

,
Then ul

f1(t) = θ1F11 + θ1F12 + · · ·+ θ1F1r1
+ θ1F21 +

θ1F22+· · ·+θ1F2r2
+θ1Fn1+θ1Fn2+· · ·+θ1Fnrn

and · · ·
and ul

fm(t) = θmF11 +θmF12 + · · ·+θmF1r1
+θmF21 +

θmF22 + · · ·+θmF2r2
+θmFn1 +θmFn2 + · · ·+θmFnrn

.
其中: ri(i = 1, · · · , n) 为将 xi 进行平移变换

的次数, dij(i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , r, ) 为 xi 作

平移变换时的偏移量, Fxij
(i = 1, · · · , n, j =

1, · · · , r) 为与 xi − dij 相对应的模糊子集, 仅
包括正 (P) 和负 (N)两个语言值. θzFxij

(z =
1, · · · ,m, i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , r) 是与 Fxij

对

应的常数.
引引引理理理 1 给定一组广义双曲正切型模糊规则基,

首先将输入变量 x = [x1(t), · · · , xn(t)]进行了如下
的平移变换得到广义输入变量:

χξ = xi − dij, (1)

式中: ξ =1, · · · , ω, i=1, 2, · · · , n, j =1, 2, · · · , ri,
取广义输入变量对应的模糊集合 Pxξ

和Nxξ
的隶属

度函数为 {
µPχξ

= e[−(χξ−kξ)2/2],

µNχξ
= e[−(χξ+kξ)2/2],

(2)

式中偏移量kξ为常数. 根据定义中的模糊规则,如模
糊化采用单点模糊集合,清晰化采用加权平均法,直
积运算采用求积法,可以得到如下的数学模型 [12]:

ufz =
ω∑

ξ=1

θzPχξ
e(−kξχξ) + θzNχξ

e(kξχξ)

e(−kξχξ) + e(kξχξ)
.

如果取 θzPχξ
= −θzNχξ

= θzξ ,则

ufz =
ω∑

ξ=1

θzξtanh(kξχξ). (3)

注注注 1 按照文献 [12]广义模糊双曲正切模型的定义,

θPxi
6= −θNxi

,本文选取 θPxi
= −θNxi

可以减少自适应调

整参数,简化计算.

引引引理理理 2 对于 U ⊂ Rn 上任意连续实函数 f 以

及任意 ε > 0,都存在如式 (3)所示的基于广义双曲
正切模型的模糊系统 uf 满足 sup

x∈U
|f(x)− uf (x)| <

ε. 这说明广义双曲正切模型能够逼近定义在致密集
上的非线性 [12].

3 基基基于于于双双双曲曲曲正正正切切切模模模型型型的的的模模模糊糊糊控控控制制制器器器设设设

计计计(Fuzzy controller design based on hyper-
bolic model)

3.1 n连连连杆杆杆机机机器器器人人人动动动力力力学学学模模模型型型(Dynamic model of
n-link manipulators)
如果考虑外部干扰力矩, n连杆机械手的动力学

模型可表示为

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + G(q) = τ + τd, (4)

式中: q, q̇, q̈ ∈ Rn,表示各个关节的位置,速度,加速
度. M(q) ∈ Rn×n对称正定的惯量矩阵. C(q, q̇), q̇ ∈
Rn, 表示离心力和哥氏力项. G(q) ∈ Rn, 表示重力
项, τ , τd ∈ Rn 分别为系统的驱动力矩和外界的干

扰力矩.
虽然式 (4) 所示的机器人动力学方程式非常复

杂,但是由 n个自由杆件所组成的机械系统是非常

简单的, 其中的一些特性有利于控制系统的分析与
设计.

1) M(q) 为 正 定 矩 阵, 满 足 β1‖x‖2 6
xTM(q)x 6 β2‖x‖2, ∀q, x ∈ Rn, 0 6 β1 6β2 6∞.

2) Ṁ(q)− 2C(q, q̇)是一个斜对称矩阵,即 ∀s ∈
Rn, sT[Ṁ(q)− 2C(q, q̇)]s = 0.

3.2 机机机器器器人人人模模模糊糊糊控控控制制制器器器设设设计计计(Fuzzy controller de-
sign of manipulators)
对于具有不确定性的机器人系统,控制目标是设

计一个基于双曲正切模型的模糊自适应控制器, 通
过模糊系统参数的自适应调整, 使机器人操作臂能
按照期望的有界轨迹运动,即使存在载荷的大范围
变动和外界不确定干扰, 轨迹跟踪误差及自适应参
数都是最终一致有界的.
定义轨迹跟踪位置误差 e = q − qd, 速度误

差 ė = q̇ − q̇d,及滑模向量 s = ė + Λe, qd, q̇d, q̈d 为

期望关节轨迹的位置,速度和加速度, Λ ∈ Rn×n 为

正定对角矩阵, q̇r = q̇d−Λe, s = q̇− q̇r. 则式 (4)可
改写为

M(q)ṡ = M(q)q̈ −M(q)q̈r =

−C(q, q̇)s− τf + τ + τd, (5)

式中τf = M(q)(q̈d−Λė)+C(q, q̇)(qd−Λe)+G(q).
设计如下控制律:

τ = τs + τf , (6)
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式中τf 为未知的机器人非线性动态,采用模糊控制
器输出的非线性控制量 uf 来逼近, τs为附加的鲁棒

补偿项,使闭环系统满足 H∞性能.
设计一个基于广义双曲正切模型的模糊自适

应控制器来逼近 τf , 对于 n 自由度的机器人, 定
义紧集 Ux ≡ {x ∈ Rn : ‖x‖ 6 Mx}, 将状态
变量 x = Se[q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n] ∈ Ux (量化因
子 Se ∈ R2n×2n 为正定对角矩阵) 作为模糊控制系
统的输入变量, 如果对其中 xi, i = 1, · · · , 2n 进行

ri 次平移, 则模糊控制器的输入变量为 χ =

[χ1, χ2 · · · , χω]T, ω =
2n∑
i=1

ri 为平移变换后输入

变量的总数,每个变量都取如式 (2)正与负两种隶属
度函数. 模糊规则语言可描述如下:

If χ1 is F1 and χ2 is F2 and · · · and χω is Fω

Then uf1 = θ11 + θ12 + · · ·+ θ1ω and · · · and
ufn = θn1 + θn2 + · · ·+ θnω.

根据引理 1, 由上述模糊规则可得双曲正切模糊
基函数为Ψ(χ) = [tanh χ1, · · · , tanh χω]T,令 Θ =
[ΘT

1 , ΘT
2 , · · · , ΘT

n ]T, Θz = [θz1, θz2, · · · , θzω]T, (z =
1, · · · , n). 根据以上模糊规则设计的模糊控制器为

uf (χ,Θ) = ΘΨ(χ). (7)

考虑将上述自适应调整参数限制在给定的参数闭

集 ΩΘ 之内

ΩΘ ≡ {Θ ∈ Rn×ω|tr(ΘTΘ) 6 MΘ,MΘ > 0}.
根据引理 2,在设定的参数闭集之内,存在一组最优
调整参数

Θ∗ ≡ arg min
Θ∈ΩΘ

(sup
χ∈U

‖uf (χ,Θ)− τf‖).

说明 uf (χ,Θ∗)能以最小的误差逼近系统的不确定
动态 τf , 因此定义 Θ̃ = Θ − Θ∗ 为参数自适应误

差ω = uf (χ,Θ∗) − τf + τd, 为模糊系统逼近误差

与外界扰动之和.设计如下的模糊自适应控制器

τ = ΘΨ(χ)−Ks− 2Pe, (8)

式中K, P 为对称正定矩阵.

Θ̇ =





−ηsΨT(χ),如果 tr(ΘTΘ) < MΘ,

或者{tr(ΘTΘ) = MΘ,

且 tr(Ψ(χ)sTΘ) > 0},

−ηsΨT(χ) + η
tr(Ψ(χ)sTΘ)

tr(ΘTΘ)
Θ,

如果{tr(ΘTΘ) = MΘ,

且 tr(Ψ(χ)sTΘ) 6 0}.

(9)

式中η > 0,上述投影算法能保证 Θ ∈ ΩΘ.

3.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
定定定理理理 1 考虑由式(4) (8) 和 (9)构成的闭环系

统, 则对于给定的有界跟踪轨迹 qd, q̇d, q̈d 和任意

初始误差 e(0), ė(0) , 如果给定 ρ, Λ 和 正定矩

阵 Q ∈ R2n×2n, 存在正定对角矩阵 K 和 P 满足

如下线性矩阵不等式[
ΛTP + PΛ + ΛTKΛ ΛTK

KΛ K

]
−Q > 0, (10)

则:
1) 跟踪误差 e(t), ė(t) 和自适应估计参数 θ 是

一致终值有界的.
2) 闭环系统满足 H∞性能指标w T

0
eTQedt 6 eT(0)Pe(0) +

1
η
tr(Θ̃T(0)Θ̃(0)) +

ρ2
w T

0
ωTωdt, (11)

式中: K = K − 1/(4ρ2)In, e = [eT ėT]T, T ∈
[0,∞), ω ∈ L2[0, T ], ρ > 0为给定的干扰抑制水平.
证证证 将控制律式 (8)代入式 (5)

M(q)ṡ = −C(q, q̇)s−Ks−2Pe+Θ̃Ψ(χ)+ω, (12)

选取李雅普诺夫函数

V (t) =
1
2
sTMs + eTPe +

1
2η

tr(Θ̃TΘ̃), (13)

ė = −Λe+ s,沿式 (12)解的轨迹求解李亚普诺夫方
程对时间的微分得

V̇ (t) =−sTKs+
1
2
sT(Ṁ−2C)s+tr(sTΘ̃Ψ(χ))+

1
η
tr

(
˙̃ΘTΘ̃

)
−eT(ΛTP +PΛ)e+sTω6

−sTKs− eT(ΛTP + PΛ)e + sTω. (14)

上式用到了机器人动力学方程特性 2 与不等

式 tr(sTΘ̃Ψ(χ)) +
1
η
tr

(
˙̃ΘTΘ̃

)
6 0, 因为 s =

[Λ In]e,上式可写成

V̇ (t) 6−eT[Λ In]TK[Λ In]e−
e[In 0n]T(ΛTP + PΛ)[In 0n]e + ρ2ωTω.

(15)
如果线性矩阵不等式 (10)有可行解,则

V̇ (t) 6 −eTQe + ρ2ωTω. (16)

设 δe =
ρ‖ω‖√
λmin(Q)

, λmin(Q) 为矩阵 Q 的最小奇

异值, 当 ‖e‖ > δe 时, V̇ (t) 6 0, 这表明 V̇ (t) 在闭
集 (‖e‖ < δe)之外为负,此时的轨迹误差将被减少.
在闭集之内的区域轨迹误差与参数误差是有界的.
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对式 (16)两端同时进行积分,可得式 (11),说明闭环
系统满足 H∞性能.
注注注 2 对于传统的模糊控制, 其输入变量的隶属度

函数是定义在对输入空间划分的基础之上, 输入变量隶

属度函数的组合就形成了模糊规则, 所以输入变量越多,

输入空间划分的越细, 则模糊规则的数目越多, 计算量

就越大, 然而模糊系统的逼近精度也就越高. 这种情况

下, 自适应调整参数随着输入变量的增加呈指数增长. 例

如对 n 个输入变量的模糊系统, 第 j 个论域上的隶属度

函数的个数为 Nj , 其中, j = 1, 2, · · · , n, 由此可产生的

模糊规则数目为, R1 =
nQ

j=1
Nj , 若模糊规则中“如果”

部分保持不变, 只调整“则”部分的后件参数, 自适应

调整的参数个数 Mf1 =
nQ

j=1
Nj . 而在广义模糊双曲正

切模型中, 隶属度函数是成对出现的, 输入变量的每一

次平移都会产生 2 个隶属度函数, 同样情况下, 当模糊

规则的数目为 R2 =
nQ

j=1
2Nj/2, 自适应调整的参数个数

为Mf2 =
nP

j=1
(Nj/2) (这里假设 θPxi

= −θNxi
,参见注 1),

由此可见, Mf2 随变量个数的增加呈线性增长.

4 仿仿仿真真真分分分析析析与与与验验验证证证(Simulation analysis and
verification)
这里将通过一个二连杆的机器人的仿真实验来

说明上述算法的可行性.
设 x = Se[q1, q2, q̇1, q̇2], 将 xi (i = 1, · · · , 4)进

行 5 次平移, 平移量分别是 d = ±4, 0,±8, 可得模
糊控制器的输入变量 χ ∈ R20, 取偏移量 k = 1,
每次平移包含正与负两种模糊集合,其隶属度函数
为 µPχξ

= e[−(χj−1)2/2], µNχξ
= e[−(χj+1)2/2], ξ =

1, · · · , 20, 这样共得到关于 χ 的 20 组双曲正切模
型,每个 xi包含 5组双曲正切模型,如图 1所示.

图 1 广义输入变量的隶属度函数

Fig. 1 Membership functions of input generalized variables

因此,整个模糊控制器包含 20个输入变量,每个
输入变量包含 2 个模糊集合, 这样可以构造 220 条

模糊规则,需要在线计算 20个参数.
If χ1 is Fa1 and χ2 is Fa2 and · · · and χ20 is Fa20

Then uf1 = ±θ1,1 ± θ1,2 ± · · · ± θ1,20

and uf2 = ±θ2,1 ± θ2,2 ± · · · ± θ2,20,

规则中, a = 1, 2 表示取变量模糊集中的正或负隶
属度函数, 后件参数中的“±”随前件变量隶属度
函数取正或负而变化. 二连杆机器人的模糊控制器
为

ufz =
20∑

ξ=1

θzξΨ(χξ), z = 1, 2, ξ = 1, 2, · · · , 20,

(17)
作为比较,在这里,采用传统的模糊基函数设计一个
模糊自适应系统, 输入向量 x = [q1, q2, q̇1, q̇2]T 中
的每一个状态变量,定义了如下的 5个模糊集:

µF1i
= 1/{1 + e[5(xi+3)]},

µF2i
= e[−(xi+1.5)2],

µF3i
= e(−x2

i ),

µF4i
= e[−(xi−1.5)2],

µF5i
= 1/{1 + e[−5(xi−3)]}.

由此可构造 625条模糊规则,计算 625个参数.
机器人系统参数如下: m1 = 10 kg, m2 =

5 kg 为连杆质量, l1 = l2 = 1 m 为连杆长度,
r1 = r2 = 0.5 m 为连杆质心至关节的距离,
I1 = 5/6 kg ·m2, I2 = 5/12 kg ·m2 为连杆绕质

心的转动惯量.
假设系统受到外界周期为 2π的方波干扰:

τd1 =

{
8, 0 6 t < π,

0, π 6 t < 2π,
τd2 =

{
8, 0 6 t < π,

0, π 6 t < 2π.

机器人关节空间的期望轨迹为 q1d = sin t rad,
q2d = sin(0.8t) rad, 机器人关节的初始位置与速
度 q10 = q20 = 1 rad, q̇10 = q̇20 = 0 rad/s.
控 制 器 参 数 为 Λ = diag{5, 5}, Se =

diag{4, 4, 4, 4}, ρ = 0.03, MΘ = 3 × 103, η =
100, Q = diag{20, 20, 20, 20}, 通过求解线性矩
阵不等式 (10) 可得, K = diag{300, 300}, P =
diag{15, 15}.
仿真实验中, 通过加入方波干扰和末端执行器

变化载荷来说明系统轨迹跟踪的精确性与鲁棒性.
图 2 给出了在外界干扰作用下关节轨迹的跟踪误
差, 图 3 为关节 1 和 2 输入的控制力矩, 图 4 给出
了传统模糊自适应控制方法的控制效果,可以看出,
基于广义模糊双曲正切模型的模糊控制器的控制效

果明显优于传统的模糊控制方法, 最重要的是, 计
算量大大减少了. 图 5 给出了在外界干扰和变化
载荷 (5 kg)共同作用下关节轨迹的跟踪误差, 对比
图 2 ,说明系统对不确定干扰有较强的抑制能力. 能
够保证较好的跟踪性和较强的鲁棒性,图 6给出了
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变化载荷作用下关节 1和 2输入的控制力矩,其变
化趋势与载荷变化是相同的.

图 2 轨迹跟踪误差

Fig. 2 Trajectory tracking errors

图 3 关节 1和 2的输入力矩

Fig. 3 Input torques of joint 1 and 2

图 4 传统模糊控自适应制轨迹跟踪误差

Fig. 4 Trajectory tracking errors of the conventional fuzzy

adaptive control

图 5 15∼30 s内加入 5 kg载荷时轨迹跟踪误差

Fig. 5 Trajectory errors of 5 kg load disturbance in 15∼30 s

图 6 15∼30 s内加入 5 kg载荷时的输入力矩

Fig. 6 Input torques of 5 kg load disturbance in 15∼30 s

5 结结结论论论(Conclusion)
利用广义双曲正切模型作为模糊控制系统的模

糊基函数, 本文提出一种直接模糊自适应控制器用
于机器人的实时控制.根据李亚普诺夫定理设计的
自适应控制律使系统具有较好的跟踪性能,从控制
器的设计过程可以看出,广义输入变量的增加导致
了模糊规则的激增,但是并没有增加太多的计算量,
自适应调整参数也没有过多的增加, 这也是双曲正
切模糊基函数优于传统模糊基函数的地方.另外,对
于模糊系统的逼近误差和外界不确定干扰, 本文设
计了一种 H∞ 控制器,不但保证了系统的鲁棒稳定
性,也保证了干扰作用下满意的跟踪性能.
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