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摘要:针对一类状态矩阵和控制矩阵存在参数不确定性关联大系统,研究其分散鲁棒H∞输出反馈控制问题.基
于有界实引理将其鲁棒分散H∞动态输出反馈控制器的解归结为一个非线性矩阵不等式(NLMI),先通过选取适当
的同伦函数来表示该非线性矩阵不等式,再通过Schur补引理将其化为两个双线性矩阵不等式,最后通过迭代算法
求解该控制器,使闭环大系统鲁棒渐进稳定,并且满足给定的H∞性能指标.
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Abstract: The decentralized robust H-infinity output feedback control problem for interconnected large-scale systems
with uncertainty in state and control matrices is considered in this paper. A design method based on the bounded real
lemma is developed for a dynamic output feedback controller, which is reduced to a feasibility problem for a nonlinear
matrix inequality (NLMI). Firstly, in order to solve the NLMI, a homotopy function is selected to express the NLMI. Then
the NLMI is reduced to two bilinear matrix inequalities by applying Schur complement lemma. Finally, the controller is
determined iteratively by homotopy method, which enables the closed-loop large-scale system to be robustly asymptotically
stable and to satisfy the given H-infinity performance.
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1 引引引言言言(Introduction)
系统模型中常含有不确定性, 按照标称参数设

计的控制器可能达不到预期的性能, 不确定性关
联大系统分散鲁棒控制问题已引起了控制界的重

视[1∼6]. 文[1∼4]用LMI方法研究了不确定大系统鲁
棒分散H∞状态反馈控制问题, 但系统中的状态有
时并不是完全能得到的, 因此有必要研究大系统
输出反馈控制问题.文[5]采用输出反馈来配置系统
的极点, 使得闭环系统稳定, 但没有考虑鲁棒性能
问题. 文[6,7] 基于LMI方法得到了不确定大系统分
散H∞输出反馈控制器存在的参数化条件,由于控制
器的结构约束很难将控制器的设计转化为LMIs标
准问题求解, 因此探讨控制器的求解方法也是值得
研究的问题之一.文[8]基于有界实引理将标称系统

分散H∞输出反馈控制器的解归结为一个双线性矩
阵不等式,并用同伦迭代算法来求解,但没有考虑不
确定性. 文[9]在文[8]的基础上研究了具有不确定性
关联大系统的分散H∞输出反馈控制问题,通过同伦
迭代算法来获得控制器的参数, 但文中迭代算法的
初值依赖于标称系统的解,具有一定的保守性. 本文
研究一类状态矩阵和控制矩阵具有不确定性的大系

统分散鲁棒H∞动态输出反馈控制问题,通过有界实
引理,将控制器设计归结为一个非线性矩阵不等式.
目前求解非线性矩阵不等式还没有很好的方法, 本
文通过先选取适当的同伦函数来表示该非线性矩阵

不等式,再通过Schur补引理将其化为两个双线性矩
阵不等式, 最后通过迭代算法求解. 本文与文[9]的
最大区别是, 本文直接从不确定系统入手, 而不是
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从标称系统入手.该迭代方法与常规的迭代法相比,
其最大的优点在于算法的有效性不依赖于初值的选

取. 仿真结果表明,得到的控制器使大系统鲁棒渐进
稳定,并且满足给定的H∞性能指标.

2 问问问题题题描描描述述述及及及引引引理理理(Problem description and
Lemmas)
考虑一类由N个子系统组成的具有状态矩阵和

控制矩阵不确定性的关联大系统,其子系统的方程
为




ẋi(t) = (Aii + ∆Aii)xi(t) + B1i ωi(t)+

(B2i + ∆B2i)ui +
N∑

j=1,j 6=i

Aijxj(t),

zi(t) = C1ixi(t) + D12iui(t),

yi(t) = C2ixi(t) + D21i ωi(t),

i = 1, 2, · · · , N,

(1)

其中: xi(t), ωi(t), ui(t), zi(t), yi(t)分别为第i 个子

系统的状态、扰动输入、控制输入、被控输出和可测

量输出向量;矩阵Aii, B1i, B2i, C1i, C2i , D12i, D21i

为维数兼容的常数矩阵; Aij 为第j 个子系统与第i

个子系统的关联矩阵;矩阵∆Aii, ∆B2i 分别为状态

矩阵和控制输入矩阵的时变不确定性,并满足{
∆Aii ∆B2i = EiFi(t)G1i G2i,

FT
i (t)Fi(t) 6 Ii,

(2)

其中: Ei, G1i, G2i为已知常数矩阵, Ii为合适维数的

单位矩阵, Fi(t)为具有范数界的时变不确定性.
令

A = [Aij]N×N ,

B1 = block.diag{B11, · · · , B1N},
B2 = block.diag{B21, · · · , B2N},
C1 = block.diag{C11, · · · , C1N},
C2 = block.diag{C21, · · · , C2N},
D12 = block.diag{D121, · · · , D12N},
∆A = [∆Aij]N×N ,

∆B2 = block.diag{∆B21, · · · ,∆B2N},
E = block.diag{E1, · · · , EN},
G1 = block.diag{G11, · · · , G1N},
G2 = block.diag{G21, · · · , G2N},
x = col{x1, · · · , xN}, ω = col{ω1, · · · , ωN},
u = col{u1, · · · , uN}, z = col{z1, · · · , zN},
y = col{y1, · · · , yN},

则整个关联大系统可描述为



ẋ(t)=

(A+∆A)x(t)+B1ω(t)+(B2+∆B2)u(t)=

(A+EF (t)G1)x(t)+B1ω(t)+

(B2+EF (t)G2)u(t),

z(t) = C1x(t) + D12u(t),

y(t) = C2x(t) + D21ω(t).

(3)

注注注 1 block.diag表示块对角矩阵.

本文目的是为每个子系统设计一个严格真的输

出反馈控制器{
ẋci(t) = Acixci(t) + Bciyi(t),

ui(t) = Ccixci(t), i = 1, · · · , N,
(4)

使闭环大系统鲁棒渐进稳定, 并且从扰动ω(t)到被
控输出z(t)的传递函数Tzω(s)满足‖Tzω(s)‖∞ < γ,
γ > 0, γ为给定的值.其中xci为第i个局部控制器的

状态, Aci, Bci, Cci为需要确定的常数矩阵.
令

Ac = block.diag{Ac1, · · · , AcN},
Bc = block.diag{Bc1, · · · , BcN},
Cc = block.diag{Cc1, · · · , CcN},
xc = col{xc1, · · · , xcN}.

则由式(4)构成的控制器可表示为{
ẋc(t) = Acxc(t) + Bcy(t),

z(t) = Ccxc(t).
(5)

由式(5)和式(3)构成的闭环系统为{
ẋcl(t) = Aclxcl(t) + Bclω(t),

z(t) = Cclxcl(t).
(6)

其中:

xcl = col{x, xc}, Ccl =
[
C1 D12Cc

]
,

Acl =

[
A + ∆A (B2 + ∆B2)Cc

BcC2 Ac

]
,

Bcl =

[
B1

BcD21

]
, Ccl =

[
C1

D12Cc

]
.

从式(6)可知从扰动ω(t) 到被控输出z(t) 的传递函
数Tzω(s)为

Tzω(s) = Ccl(sI −Acl)−1Bcl. (7)

引引引理理理 1[10] 设E, G, ∆(t)为具有相应维数的矩
阵,且满足∆(t)T∆(t) 6 I ,那么对于任意ε > 0有如
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下矩阵不等式成立:

E∆(t)G + (E∆(t)G)T 6 εEET + ε−1GTG. (8)

3 分分分散散散鲁鲁鲁棒棒棒H∞控控控制制制器器器的的的设设设计计计(Decentralized
robust H∞ controller design)
定定定理理理 1 对任意给定的γ > 0,若存在ε > 0及

块对角对称正定矩阵X , Y 和块对角矩阵F , L, Q,
U , V (每一个子块的维数与相应子系统的维数相匹
配)满足

T (X, Y, F, L,Q, ε)=




J11 JT
21 B1 WT

1

J21 J22 W2 CT
1

BT
1 WT

2 −γI 0
W1 C1 0 −γI


<0, (9)

[
X I

I Y

]
> 0, (10)

UV T = I −XY (11)

时, 则称满足不确定性约束(2)的关联大系统(1),
存在分散输出反馈控制器(4), 使构成的闭环大
系统(6)鲁棒渐进稳定, 并满足给定的H∞ 性能指
标‖Tzω(s)‖∞ < γ. 且若式(9)∼(11)存在一个可行
解X∗, Y ∗, F ∗, L∗, Q∗, U∗, V ∗ ,那么控制器(5)的参
数可由式(12)决定{

Ac = (V ∗)−1Q∗(U∗)−T,

Bc = (V ∗)−1L∗, Cc = F ∗(U∗)−T.
(12)

其中:
J11 = G11 + εEET + ε−1WT

3 W3,

J21 = G21 + εY EET + ε−1GT
1 W3,

J22 = G22 + εY EETY + ε−1(G1)TG1,

G11 = AX + XAT + B2F + (B2F )T,

G21 = AT + Y AX + LC2X + Y B2F + Q,

G22 = Y A + ATY + LC2 + (LC2)T,

W1 = C1X + D12F, W2 = Y B1 + LD21,

W3 = G1X + G2F.

证证证 利用式(9)∼(11)的解来构造如下分块对称
矩阵Xcl

Xcl =

[
Y V

V T U−1XY XU−T − U−1XU−T

]
,

由式(10)和Schur补引理[11]可知

X − Y −1 > 0.

则由Y > 0和Schur补引理及式(11)可得

U−1XY XU−T − U−1XU−T − V TY −1V =

U−1(XY X−X−(I−XY )Y −1(I−Y X))U−T =

U−1(X − Y −1)U−T > 0,

即Xcl > 0.

定义矩阵

∆cl =

[
∆11 ∆T

21

∆21 ∆22

]
,

[
Z11 ZT

21

Z21 Z22

]
=

[
J11 JT

21

J21 J22

]
−

[
G11 GT

21

G21 G22

]
.

其中:
∆11 = ∆AX + X∆AT + ∆B2F + F ′∆BT

2 ,

∆21 = ∆AT + Y ∆AX + Y ∆B2F,

∆22 = Y ∆A + ∆ATY.

由引理1及式(2)可得[
∆11 ∆T

21

∆21 ∆22

]
6

[
Z11 ZT

21

Z21 Z22

]
,

故矩阵

J =




∆11 ∆T
21 0 0

∆21 ∆22 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


−




Z11 ZT
21 0 0

Z21 Z22 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 6 0.

定义矩阵

Γ =




K11 KT
21 B1 WT

1

K21 K22 W2 CT
1

BT
1 WT

2 − γI 0
W1 C1 0 − γI


 . (13)

其中:
K11 = G11 + ∆11,K21 = G21 + ∆21,

K22 = G22 + ∆22.

则

Γ = T (X, Y, F, L,Q, ε) + J.

由T (X, Y, F, L,Q, ε) < 0, J 6 0可知Γ < 0.

定义矩阵



Π =

[
X I

UT 0

]
, Q = V AcU

T,

L = V Bc, F = CcU
T.

(14)
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利用式(14)和式(6)可将式(13)Γ 化为


ΠT(AT
clXcl+XclAcl)Π ΠTXclBcl ΠTCT

cl

BT
clXclΠ − γI 0
CclΠ 0 − γI


<0,

在 上 式 两 边 分 别 左 乘diag{Π−T, I, I}和 右 乘
diag{Π−1, I, I}可得


AT

clXcl + XclAcl XclBcl CT
cl

BT
clXcl −γI 0
Ccl 0 −γI


 < 0,

由有界实引理[11]可知定理成立. 证毕.

4 求求求解解解算算算法法法(Computation algorithm)
由定理可知, 通过求解式(9)∼(11)可以获得控

制器(5)的参数, 而求解式(9)∼(11)关键在于求解
NLMI(9). 目前求解NLMI还没有很好的方法, 本文
通过同伦迭代算法来求解式(9),即先选取适当的同
伦函数来表示该NLMI, 再通过Schur补引理将其化
为两个双线性矩阵不等式,最后通过迭代算法求解.
引入实数λ ∈ [0, 1],并定义矩阵函数

H(X, Y, F, L,Q, ε, λ) =

G(X, Y, F, L,Q) + λK(X, Y, F, L,Q, ε), (15)

其中:

G(X, Y, F, L,Q) =




G11 GT
21 B1 WT

1

G21 G22 W2 CT
1

BT
1 WT

2 −γI 0
W1 C1 0 −γI


 ,

K(X, Y, F, L,Q, ε) =

T (X, Y, F, L,Q, ε)−G(X, Y, F, L,Q).

很明显

H(X, Y, F, L,Q, ε, λ)={
G(X, Y, F, L,Q), λ=0,

T (X, Y, F, L,Q, ε), λ=1.
(16)

通过求解式(17)可以得到式(9)的解

H(X, Y, F, L,Q, ε, λ) < 0, λ ∈ [0, 1], (17)

即当λ 从0 变到1 时就可得到式(9)的解. 为求解式
(17), 先对该式应用Schur补引理, 则可得到与
式(17)等价的两个矩阵不等式(18)(19)



M11 MT
21 B1 WT

1 WT
3

M21 M22 W2 CT
1 GT

1

BT
1 WT

2 −γI 0 0
W1 C1 0 −γI 0
W3 G1 0 0 −ελ−1I




< 0, (18)




N11 NT
21 B1 WT

1 E

N21 N22 W2 CT
1 Y E

BT
1 WT

2 −γI 0 0
W1 C1 0 −γI 0
ET ETY 0 0 −ε−1λ−1I




< 0. (19)

其中:
M11 = G11 + ελEET,

M21 = G21 + ελY EET,

M22 = G22 + ελY EETY,

N11 = G11 + ε−1λWT
3 W3,

N21 = G21 + ε−1λGT
1 W3,

N22 = G22 + ε−1λ(G1)TG1.

可以看出, 若固定参数Y, L, 则式(18)是关于X,

F, Q, ε 的线性矩阵不等式; 若固定参数X, F, 则

式(19)是关于Y, L,Q, ε−1 的线性矩阵不等式, 通过
逐步增加同伦参数λ 和交替求解(18)(19)则可得到
控制器(5)的解,因此有下面的求解算法步骤:

Step 1 取λ = 0时的值为初始值. 当λ = 0
时求解式(17)等价于求解G(X, Y, F, L,Q) < 0.
在式G(X, Y, F, L,Q) < 0中令A21 = QF , 则G(X,

Y, F, L, QF ) < 0为标准LMI问题, 可求得具有块对
角结构约束的初始值X0, Y0, F0, L0;

Step 2 设M为一个正整数(比如M = 2), 并确
定M 的上限Mmax (比如Mmax = 210). 设迭代次数
为K,并令K = 0;

Step 3 令K = K + 1和λK = K/M . 在YK−1,
LK−1 条件下通过求解式(18)和式(10). 如果不存在
可行解,则转至Step4;如果存在可行解,则求得块对
角阵X, Y,Q并令XK = X , FK = F , QK = Q, 再
在X = XK , F = FK , Q = QK 条件下通过求解

式(19)(10)得到相应的解且令YK = Y, LK = L并转

至Step6;
Step 4 在XK−1, FK−1 条件下通过求解

式(19)(10). 如果不存在可行解, 则转至Step5; 如果
存在可行解, 则求得Y, L,Q 且令YK = Y, LK =
L,QK = Q, 再在Y = YK , L = LK , Q = QK 条

件下通过求解式(18)(10)得到相应的解且令XK =
X, FK = F并转至Step6;

Step 5 令M = 2M 且满足约束条件: M 6
Mmax. 假设X2(K−1) = XK−1, Y2(K−1) = YK−1,
F2(K−1) = FK−1, L2(K−1) = LK−1, K = 2(K − 1),
再转至Step3. 如果M 的值不能再增大,则该算法无
解;

Step 6 如果K < M , 则转至Step3. 如果K =
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M , 则得到(9)(10)的解, 且有X = XK , Y = YK ,
F = FK , L = LK , Q = QK 和ε > 0;

Step 7 在UV T = I − XY中令V = I ,则可求
得U ,进而通过式(12)求得控制器(5)的参数.
注注注 2 由文献[8,12,13]及其参考文献可知同伦迭代算

法收敛,因此通过同伦迭代算法可以获得原结论的一个可

行解. 同伦迭代算法与常规的迭代法相比,其最大的优点是

算法的有效性不依赖于初值的选取.

5 算算算例例例(Example)
考虑由两个子系统构成的不确定大系统(1), 其

中:

A11 =

[
−2 1

3 0

]
, B11 =

[
1 0
1 1

]
, C11 =C12 =

[
1 1
0 0

]
,

C21 =
[
1 2

]
, D211 =

[
1 1

]
, A12 =

[
1 1
0 − 2

]
,

A22 =

[
−2 − 3

2 − 1

]
, B12 =

[
1 0
0 1

]
,

B21 = B22 = D121 = D122 =

[
0
1

]
,

A21 =

[
−1 0
−2 − 1

]
, C21 =

[
1 2

]
, C22 =

[
−1 1

]
.

满足式(2)的矩阵Ei, G1i, G2i, i = 1, 2为

E1 =

[
0.2
0.1

]
, G11 =

[
0.6 0.4

]
, G21 = 0.6,

E2 =

[
0.1
0.3

]
, G12 =

[
0.4 0.2

]
, G22 = 0.1,

在γ = 10,M = 10下求得两个子系统的输出反馈
控制器分别为

ẋc1(t) =[
8.6982 4.6884

−98.4598−47.0380

]
xc1(t) +

[
−7.4059
−20.0942

]
y1(t),

ẋc2(t) =[
−2.3108 0.8536
−3.0774−18.0463

]
xc2(t) +

[
8.3424

−20.3656

]
y2(t),

u1(t) =
[
6.4520 2.8453

]
xc1(t),

u2(t) =
[
0.3866 1.0403

]
xc2(t).

在此控制器的作用下闭环系统的H∞性能指标
为4.4078,小于给定的性能指标10,且闭环大系统的

极点均具有负实部.这表明在所求得的分散输出反
馈控制器的作用下, 闭环大系统鲁棒渐进稳定并满
足给定的H∞性能指标.
为了说明该设计方法和求解算法的有效性, 本

文给出了不确定性矩阵∆Aii和∆B2i在各自的摄动

界内取不同值时, 其对应的闭环系统H∞性能指标,
闭环系统极点如表1所示,对应的最大奇异值曲线如
图1所示. 仿真结果表明在不同的不确定性影响下,
闭环系统的最大奇异值(H∞范数)均小于预先指定
的,闭环系统的特征值均具有负实部,系统控制器的
设计达到了要求.

图 1 输出反馈情形下闭环系统最大奇异值曲线图

Fig. 1 Greatest singular value plots of closed-loop systems
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表 1 闭环系统的H∞性能指标及曲线对应关系
Table 1 H∞ performance index of closed-loop system vs. its corresponding plot of Figs

不确定性

∆Aii ∆B2i

闭环特征值 H∞性能指标 对应的最大奇异值曲线

0 0 −2.3840±3.8217i −3.3087±1.2061i 4.3846 图1上图实线
−30.4347 − 16.9488 − 16935 − 3.2347

EiG1i EiG2i −2.5514±3.8351i −3.5024±1.3000i 4.4023 图1上图虚线
−29.5528 − 16.9395 − 1.7228 − 3.1384

EiG1i −EiG2i −2.0176±3.8154i −3.0863±1.0941i 4.3873 图1上图点连线
−31.3262 − 16.9631 − 1.6448 − 3.2951

−EiG1i EiG2i −2.7641±3.7375i −3.5653±1.3081i 4.3804 图1上图点划线
−29.4712 − 16.9352 − 1.7102 − 3.1818

−EiG1i −EiG2i −2.2083±3.7544i −3.1433±1.1375i 4.3739 图1下图实线
−31.3004 − 16.9588 − 1.6563 − 3.3384

0.5EiG1i −0.5EiG2i −2.1979±3.8283i −3.1941±1.1517i 4.3858 图1下图虚线
−30.8885 − 16.9559 − 1.6745 − 3.2642

0.75EiG1i −0.75EiG2i −2.3759±3.8501i -3.3396±1.2218i 4.3940 图1下图点连线
−30.2215 − 16.9475 − 1.7043 − 3.1978

−0.25EiG1i −0.75EiG2i −2.2036±3.7924i −3.1676±1.1433i 4.3786 图1下图点划线
−31.0950 − 16.9573 − 1.6653 − 3.3019

从表1以及图1可以看出, 在本文所获得控制
器的作用下, 闭环系统的H∞性能指标均在4.37左
右, 小于文[9]的H∞性能指标8.65, 这表明在本文
所获得的控制器作用下系统具有更好的鲁棒性,
比文[9]的保守性更少. 另外文[9]所获得控制器参
数过大, 难以实现, 而本文所的控制器参数较少,
较容易实现. 从上面的比较可以看出,直接从不确
定系统入手比从标称系统入手所获得的结论具有

更少的保守性.
6 结结结论论论(Conclusions)
针对一类状态矩阵和控制矩阵存在参数不确

定性关联大系统,研究其分散鲁棒H∞输出反馈控
制器的设计方法. 基于有界实引理,将分散动态输
出反馈控制器的存在条件归结为一组矩阵不等式

的解,并通过同伦迭代算法来获得分散鲁棒H∞动
态输出反馈控制器. 仿真结果表明,所得控制器使
闭环大系统在允许的参数不确定时鲁棒渐进稳定,
并满足给定的H∞性能指标.
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