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摘要:已有的属性约简算法往往只能提供一个可行解,并且不能保证是最小约简解. 因此,详细分析属性约简特
征并获得最小约简解具有重要意义.本文针对信息系统数据集提出属性约简矩阵,通过矩阵的结构特征分析得到属
性的约简特征,因此采用矩阵代数的方法求解属性约简问题,并得到分层约简快速算法. 经实例运算可见,矩阵代
数的处理和算法大大降低了最小约简解获取的计算量.
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Abstract: Current algorithms provide only feasible attribute reductions, they are not necessarily the minimum ones.
Thus, it is significant to analyze the characteristics of attribute reduction and get the minimum one from all reductions.
Firstly, an attribute reduction matrix is defined based on the information system. The attribute reduction can be characterized
by the structural features of the matrix. Then, a layer fast algorithm by matrix algebraic theory is proposed to solve the
problem. Finally, numerical results are given to show the advantage of our method by highly reducing the computational
cost.
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1 引引引言言言(Introduction)
Rough集(又译粗糙集)于20世纪80年代初提出[1],

十年后受到世界范围的关注[2∼4]. Rough集研究的核
心是数据集的属性约简, 提出了基于数据分类的约
简理论.该理论现已广泛的应用于数据分析、数据预
处理的属性约简中,成为属性约简的重要数学工具.
关于高维数据集的属性约简, 因属性组合将出现爆
炸性增长,运用广度优先的方法来获得最小约简解,
在理论上已被证明是NP-hard问题[5],因此多采用深
度优先的方法. 深度优先通常可获得一个可行解,但
这个解不一定是完备解[6], 而且这个解与最小解的
关系,从理论上和计算上现都缺乏有效的证明或说
明[7].

在Rough集约简理论下,一个数据集的约简解不
唯一, 而且最小约简解也不唯一. 不同的约简解含
有不同的知识, 有必要对获得数据集的所有最小约
简解进行讨论,文献[8]介绍了广度优先算法的研究
对NP问题的获解研究以及计算理论的发展具有着
重要的意义.
本文从一定规模数据集出发,寻求有效算法的设

计,在广度上进行属性约简研究:首先提出源于数据
集的属性约简矩阵;依据此矩阵,将数据集的属性约
简问题抽象成为整数规划问题；继而看到属性约简

矩阵的结构特征与数据集中属性组合的密切关系,
由此采用矩阵代数的方法, 得到了一个快速且可获
取全最小约简集的分层约简算法.

收稿日期: 2004−10−26;收修改稿日期: 2006−10−20.
基金项目: 广东省自然科学基金资助项目(04009480,06301299).
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2 问问问题题题描描描述述述 (Problem statement)
2.1 几几几个个个概概概念念念(Basic concepts)
依据Rough集理论, 定义一个数据集上的

信息系统 S = {U,A, V, f}, 其中论域 U =
{u1, u2, · · · , un}为对象集合；A = C

⋃
D为属

性集合, 其中C = {c1, c2, · · · , cm}为条件属性集
合, D = {d1, d2, · · · , dq}为决策属性集合；f :
U × A → V是映射关系；V = Vc

⋃
Vd是属性取

值值域, 其中Vc(i, j) = fc(ui, cj) ∈ Vc, Vd(i, k) =
fd(ui, dk) ∈ Vd.
设R为论域 U上所有等价关系组成的集合.

R ∈ R, [u]R 表示包含元素u的R等价类. U/R表

示R的所有等价类构成的集合,是 U的一个划分.
定定定义义义 1 X ⊆ U,R ∈ R,设:

R (X) =
⋃{Y ∈ U/R | Y ⊆ X} =

{u ∈ U | [u]R ⊆ X},
R−(X) =

⋃{Y ∈ U/R | Y ⋂
X 6= ∅} =

{u ∈ U | [u]R
⋂

X 6= ∅}.
称R (X)为X的R下近似集, R−(X)为X的R上

近似集.
定定定义义义 2 POSR(U,X) = R (X)称为X的R正

域; NEGR(U,X) = U −R−(X)称为X的R负域.
设P ⊆ R是R上的一族等价关系,其交集也是一

个等价关系, 记为ind(P ) =
⋂

P .
“对象在第j个条件属性下取值相同”是

一个等价关系, 以符号cj 表示. U/ind(D) =
{Y1, Y2, · · · , Yk}是以决策属性作出的一个划分.
设C ⊆ C ,记

POSC(U,D) =
k⋃

i=1

POSindC(U, Yi).

定定定义义义 3 C ⊆ C, 如果POSC−C(U,D) =
POSC(U,D),则称C是C中不必要的(可约简的);否
则称C是C中必要的.
问问问题题题 1 信息系统S = {U,A, V, f}的属性约简

问题可描述为求C,使得

J = max|C|,
POSC−C(U,D) = POSC(U,D).

2.2 正正正域域域的的的性性性质质质(Properties of positive region)
文献[9]对正域的性质进行了讨论, 得到的研

究结果之一是: 记U# = POSC(U,D), 则对任
何P ⊆ C,有POSP (U,D) = POSP (U#, D).
因此可知,信息系统S的属性约简可分别在相容

记录和不相容记录中进行.
定定定义义义 4 设 π1 = {A1, A2, · · · , An}, π2 =

{B1, B2, · · · , Bm}, 是集合U的两个划分, 如果π1中

每个 Ai 都是π2中某个Bj的子集, 则称划分π1是划

分π2的一个细分( refinement),表示为：π1 4 π2 .
引引引理理理 1 如果信息系统S的论域 U = U# =

POSC(U,D), R ⊆ C则:

POSR(U,D) = POSC(U,D) ⇔ πR 4 πD. (1)
证证证 设

πR = U/ind(R) = {X1, X2, · · · , Xr},
πD = U/ind(D) = {Y1, Y2, · · · , Yd},

根据正域和划分的定义,式(1)可等效为:

∀u ∈ U,∃ i, j, s.t.[u]R = Xi ⊆ Yj,⇔
∀i,∃j, s.t. Xi ⊆ Yj,

i = 1, 2, · · · , r; j = 1, 2, · · · , d. (2)

1) 如果式(2)右边成立, 则 ∀u ∈ U, ∃ i, u ∈
Xi ⊆ Yj ,即 u ∈ POSR(U,D).

2) 如果式(2)左边成立, 则 ∀i 和 ∀u1, u2 ∈
Xi, u1 6= u2, ∃j1, j2, [u1]R ∈ Yj1

, [u2]R ∈ Yj2
. 显

然[u1]R = [u2]R 6= ∅,如果j1 6= j2,则Yj1

⋂
Yj2

6= ∅,
与划分的定义矛盾. 所以, j1 = j2 = j,即Xi ⊆ Yj .
综合上面两部分,式(1)成立. 证毕.
由此得到:

POSR(U#, D) = POSR(U,D) =

POSC(U,D) = POSC(U#, D).

则属性约简可表述为:
问问问题题题 2 信息系统S = {U,C

⋃
D, V, f} 的属

性约简问题是：求最小的R ⊆ C, 且新的信息系
统S = {U#, A = R

⋃
D, V, f}不出现不相容情况.

2.3 属属属性性性约约约简简简矩矩矩阵阵阵(Reduction matrix)
从问题2的表述知,属性约简问题的实质是确保

条件属性值对对象的描述可区分[10]. 为此, 下面给
出基于区分的属性约简矩阵定义.
定定定义义义 5 对2个对象 ui1 和 ui2, i1 6= i2,

且Vd(i1, k) 6= Vd(i2, k), 由其第j个属性的区分值

得其区分向量的第j个分量为:

a((i1, i2), j) =

{
1, Vc(i1, j) 6= Vc(i2, j),

0, Vc(i1, j) = Vc(i2, j),
j = 1, 2, · · · ,m.

定定定义义义 6 信息系统S = {U,A = C
⋃

D, V, f}
的属性约简矩阵A由下列决策属性值不同的两两对

象: (1, 2), (1, 3), · · · ,(1, n), (2, 3), (2, 4) · · · ,(2, n, ),
(3,4), (3, 5), · · · , (n − 1, n)的条件属性区分向量组
成. 属性约简矩阵A的维数为N ×m , m为C中的属

性数, N是在两两对象比较后产生的区分行向量数,
最大值N 6 (n− 1)2.
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问问问题题题 3 在以上定义下可获得信息系统S的属性

约简矩阵A,则属性约简问题可再描述为:

J = min
m∑

j=1

xj, (3a)

Ax > I, (3b)

x = [x1, x2, · · · , xm]T, I = [1, 1, · · · , 1]T,

xj = 0 or 1, j = 1, 2, · · · ,m. (3c)

在以上定义下的属性约简矩阵A一定不存在

全0行,问题1定有解,关键在如何找到全部解.
解由 x 表示, 其中 xj = 0 表示属性 cj 被约简,

xj = 1则对应的属性组成约简集.
对问题3的另一个直观描述是: 在A中划掉最多

的列(也划掉相应的 xj), 且保证剩下的矩阵不出现
全 0行. 下面按照这样的思路来讨论问题的求解.

3 属属属性性性约约约简简简矩矩矩阵阵阵的的的结结结构构构特特特征征征 (Structural fea-
tures of attribute reduction matrix)

3.1 对对对角角角规规规范范范型型型(Diagonal normal matrix)
引引引理理理 2 设ai1, ai2是属性约简矩阵A的两个行

向量,且ai2 − ai1 > 0,将矩阵A中的ai2行划掉得到

矩阵A′,则: Ax > I 与A′x > I ′ 有相同的解(x满足
式(3c)).

证证证 不失一般性, 设A =




ai1

ai2

A


, 那么A′ =

[
ai1

A

]
. 因此有:

Ax > I ⇔
[
ai1

ai2

]
x >

[
1
1

]
, Ax > I, (4a)

A′x > I ′ ⇔ ai1x > 1, Ax > I. (4b)

1) 易知, Ax > I的解一定是 A′x > I ′的解.
2) 如果x是A′x > I ′的解,从式(4)并考虑到ai2−

ai1 > 0,所以x也一定是Ax > I的解. 证毕.
从该引理知, 如果属性约简矩阵中某一行的

“1”完全覆盖了另一行, 则可以将该行划掉或删
除掉.
定定定义义义 7 满足引理2条件的约简矩阵变换称为

行吸收变换.
不难看出, 对属性约简矩阵A实施行或列调换,

也不会影响问题的求解(若进行了列调换,将x中相

应的元进行调换即可).
定定定理理理 1 对属性约简矩阵A中所有满足引理2条

件的行实施行吸收变换,再经过适当的行或列调换,
可将矩阵A变换为如下对角规范型:

A∗=

[
J

A0

]

N∗×m

, J =diag{J1, J2,· · · ,Jr}, (5a)

Jk = diag{IT
k , IT

k , · · · , IT
k }Nk×kNk

,

Ik = [
k︷ ︸︸ ︷

1 · · · 1]T, k = 1, 2, · · · , r, (5b)

A0 = [ ]N0×m0 , Nk > 0,

N0+
r∑

k=1

Nk =N∗6N, m0+
r∑

k=1

kNk =m. (5c)

证证证 1) 求矩阵A每一行的和,按和由小到大重
新排列.

2) 扫描矩阵A每一行,对满足引理2条件的行实
施行吸收变换.

3) 对实施行吸收变换后的矩阵进行适当的列调
换,将会得到式(5)的对角规范型. 因为,如果有行和
为“1”的行, 则经过所有可能的行吸收变换后, 为
“1”的列将只有这一个1,再经适当列调换,便可得
到J1. 同样的分析,可得到Jk. 对于不满足上述特征
的行和列归入到矩阵A0. 证毕.
定理1给出的对角规范型,把条件属性集合进行

了一个新的划分：

C∗
k = {Jk所对应的属性}, k = 1, 2, · · · , r；

C∗
0 = {A0所对应的属性}.
定定定义义义 8 C∗

k中的属性称为k阶核属性, C∗
0 中的

属性称为耦合属性.
不难看出, 对矩阵A∗的属性约简求解可划为

对J和A0的求解, 前者的求解是容易的, 问题3的求
解将主要针对A0的求解. 为此, 可假定属性约简矩
阵A只有耦合部分.
3.2 上上上三三三角角角规规规范范范型型型(Up triangular normal type)
对属性约简矩阵A实施一定的行或列调换,可变

换为一个上三角规范型. 变换算法UTT:
步步步骤骤骤 1 k = 1, Ak = A.
步步步骤骤骤 2 求矩阵Ak各列的和,并按和的大小由小

到大进行重排,将列和最大的列全部调到最左边.
步步步骤骤骤 3 将Ak首列有“1”的行调到前部并将与

首列相同的列调到一起.
步步步骤骤骤 4 将Ak中与首列相同的列调到一起(所得

到的非零部分为Akk.

步步步骤骤骤 5 k = k + 1,将首行有“1”的列和与首
行相同的行划掉, 得到余下矩阵Ak, 若没有剩下的
列则停止,否则回到步骤2.
不难证明下面的定理.
定定定理理理 2 经过UTT算法, 将划掉行列对应恢复,

属性约简矩阵A(N ×m)变成如下形式:
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A =




A11 A12 A13 · · · A1l

A22 A23 · · · A2l

A33 · · · A3l

. . .
...

All




, (6a)

其中:

Akk = [aij]nk×mk
, aij = 1,

i=1,· · · ,nk; j =1,· · · ,mk; k=1,· · · ,l, (6b)

m =
l∑

k=1

mk, N =
l∑

k=1

nk. (6c)

同样的道理, 对属性约简矩阵A实施一定的

行或列调换, 可变换为一个下三角规范型, 变
换算法DTT(down triangular normal type), 该算法
与UTT对偶,在此不赘述.

4 问问问题题题的的的求求求解解解 (Problem solution)
记A(j1, j2, · · · , jk)为条件属性子集对应的属性

约简矩阵, ∀(j1, j2, · · · , jk) ⊆ C, 共有Ck
m 种组合.

若不考虑约简矩阵的结构特征,按最小组合式穷举,
其算法(MINENUM)为：
步步步骤骤骤 1 k = 1;
步步步骤骤骤 2 对∀(j1, j2,· · · ,jk)⊆C,判断A(j1, j2,· · · ,

jk)有无全0行;
步步步骤骤骤 3 若无全0行, 则计算停止,得到全部最小

解且Jmin = k;否则, k = k + 1,重执行步骤2,3.
在前面的讨论知道, 经过适当的变换可得到

式(6)的规范型, 这样利用结构特征大大减少了计
算工作量.
记A(

←−
j1 , j2, · · · , jk) 为A(j1, j2, · · · , jk) 中去掉

第j1 列和该列有“1”的行剩下的矩阵. 不失一
般性,可设A(j1, j2, · · · , jk)有如下形式:

A(j1, j2, · · · , jk) =

[
I ′′ A′′

A′

]
,

A′ = A(
←−
j1 , j2, · · · , jk). (7)

因此,可得引理.
引引引理理理 3 记x = [1 x′]T, 则

A(j1, j2, · · · , jk)x>I⇔A(
←−
j1 , j2, · · · , jk)x′>I ′.

问题3的可行解域: 若属性约简矩阵A的首

行有k1个“1”, 假定为(j1
1 , j

1
2 , · · · j1

k) , 则对应的
这k1个属性至少要保留一个, 这会有k1种可能; 假
定保留j1

1列, 那么在去掉第j1
1列和该列有“1”

的行剩下的矩阵中的首行若有k2 个“1”, 假定
为(j2

1 , j
2
2 , · · · , j2

k), 则对应的这k2个属性至少要保

留一个, 这会有k2 种可能；照此类推, 经过有限次
后将不再剩下矩阵. 根据引理3知,在此过程中保留

下来的属性就是问题3的一个可行解. 这个求解过程
是一个不断分支加层的树状结构.
综上,可得到分层约简算法(La UTT / La DTT):
步步步骤骤骤 1 以UTT(或DTT)算法得到三角规范型(参

见式(6)), 显然Jmin 6 l. 取kmin = l. 记初始约简矩
阵为A1.
步步步骤骤骤 2 在A1首行找到有“1”的列,记下对应的

属性序号；将该列有“1”的行全部划掉, 得到A2;
以此类推,直到Ak为全“1”(此时找到一个可行解;
如果 k < kmin,则 kmin ⇐ k)或者判断 k = kmin?(表
明再继续下去已无意义).
步步步骤骤骤 3 在Ak−1首行找到另一个有”1”的列,记下

对应的属性序号;将该列有“1”的行全部划掉,得
到新的Ak. 判断Ak是否为全“1”, 若满足, 则为一
个可行解. 重复步骤3,直到扫描完Ak−1首行中所有

有“1”的列.
步步步骤骤骤 4 继续回溯, 在Ak−2首行找到另一个有

“1”的列, 记下对应的属性序号；将该列有“1”
的行全部划掉,得到新的Ak−1. 对新的Ak−1采用步

骤2和步骤3. 重复步骤4,直到扫描完Ak−2首行中所

有有“1”的列. 以此类推,一直回溯到A1.
该算法充分利用约简矩阵的结构特征(“1”的

位置),因此可以在远少于组合数的计算量下得到全
最小约简集. 另外, 在算法的运行过程中, kmin在自

适应减少,相应也减少了计算量. 若不采用三角规范
型,初始 kmin = m.

5 实实实例例例计计计算算算 (Examples)
采用VB6.0平台和Access数据库, 在普通个人计

算机(x86 Family 6 Model 86, 128 MRAM 133 MHz,
W2000OS)上, 对若干实例数据库依据算法运算,获
得有益的研究结果.
例例例 1 CTR汽车数据库[4], 如表1. 该数据库有9

个条件属性, 1个决策属性, 21个汽车样本数据,修改
数据Vc(12, e) = 1改为Vc(12, e) = 0. 经算法, 存在
两个4个属性的最小解: a, d, e, i和a, b, d, i. 采用启
发式方法仅获得第1个解.
例例例 2 数据库源于文献[11],为HSV病人医疗检

测数据, 共有11个条件属性, 40个记录, 经离散化处
理获得分类分析数据表. 最小解Jmin = 5, 共有7个
最小属性约简解.
例例例 3 数据源同例2, 有122个记录, 经离散化处

理获得分类分析数据表.算法解得最小解Jmin = 5,
仅1个最小属性约简解.
例例例 4 数据源于文献[12], 数据库共有100个记

录对象, 20个条件属性. 最小解Jmin = 5, 共有12个
最小属性约简解.
例例例 5 数据源同上例, 数据库共有568个记录对
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象, 20个条件属性. 最小解Jmin = 8, 共有13个最小
属性约简解.
各例不同算法下的计算结果和时间(生成A后)的

比较如表2所示. 可见,根据属性约简矩阵结构特征
得到的算法, 不但可获取所有最小解, 而且计算量
大大减少.

表 1 CTR汽车数据库
Table 1 Dataset of CTR cars

U a b c d e f g h i D

1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1
2 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1
3 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1
4 0 0 1 1 1 1 1 0 1 2
5 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1
6 0 1 0 0 1 0 0 1 2 0
7 0 1 0 1 1 0 1 0 2 0
8 1 0 0 0 0 1 2 0 1 2
9 0 0 0 0 0 1 2 0 0 1

10 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
11 1 0 0 1 0 1 2 0 1 2
12 1 0 0 1 0 0 0 0 0 2
13 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
14 1 0 1 1 0 1 1 0 0 2
15 1 0 0 0 0 0 2 0 0 2
16 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1
17 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1
18 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1
19 1 0 0 1 0 1 0 0 0 2
20 0 0 0 1 0 1 0 0 0 2
21 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

表 2 计算时间的对比

Table 2 Comparison of compution time s

实例 MINENUM La UTT La DTT 计算结果

1 0.012 0.0008 0.0008 Jmin =4, 2个

2 0.078 0.0039 0.0022 Jmin =5, 7个

3 0.126 0.0031 0.0052 Jmin =5, 1个

4 45.096 5.3281 4.625 Jmin =5, 12个

5 520.362 18.609 13.109 Jmin =8, 13个

6 结结结束束束语语语 (Conclusion)
属性约简是知识发现、机器学习、人工智能等领

域研究的重要专题.从数据集在进行属性约简时的
结构特征出发,在算法上寻找解决途径,对获得最小
约简解有重要意义.本文提出基于信息系统的属性
约简矩阵, 通过矩阵的结构特征反映属性约简的结
构特征,获得了分层约简算法,相对于直接由全组合
获取全最小约简集的广度搜索算法, 大幅降低了计

算量,是广度研究属性约简问题的重要开拓. 关于该
算法的复杂性有进一步的研究.
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