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多多多组组组对对对策策策系系系统统统非非非劣劣劣Nash策策策略略略的的的最最最优优优均均均衡衡衡解解解算算算法法法

余国林1, 刘三阳1, 李炳杰1,2

(1. 西安电子科技大学理学院数学系,陕西西安 710071; 2. 空军工程大学理学院,陕西西安 710051)

摘要:多组对策系统中求解组与组之间的非劣Nash策略至关重要.如何针对一般问题解析求出非劣Nash策略还
没有有效的方法. 本文阐述了一种利用组与组之间的非劣反应集构造求解非劣Nash策略的迭代算法. 为此首先引
进多组对策系统组内部合作对策的最优均衡值和最优均衡解的概念,然后通过证明最优均衡解是组内部隐含某一
权重向量的合作对策的非劣解,得到求解合作对策的单目标规划问题.进一步说明在组内部该问题的解不仅是非劣
解而且对所有局中人都优于不合作时的Nash平衡策略.最后给出了验证该算法有效性的一个实际例子.
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Optimal equilibrium solution algorithm for
non-inferior Nash strategies in multi-team game systems
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Abstract: The solution of non-inferior Nash strategy between the teams plays an important role in multi-team game
systems. Unfortunately there is no effective way to obtain an analytic solution for general problems. Motivated by the
non-inferior reaction sets of the games, a general construction iterative algorithm for solving non-inferior Nash strategies is
proposed. Firstly, the notions called optimal equilibrium payment and optimal equilibrium solution for cooperative games
within each team in multi-team game systems are introduced. Then, by proving that the optimal equilibrium solution is
a non-inferior solution for cooperative game which implies a certain weight vector within each team, a single objective
programming for solving the cooperative games within each team is developed. It is shown that the solution of this pro-
gramming is not only the non-inferior solution but also the strategy being superior to Nash equilibrium strategies for all the
players within each team. Finally, an example is given to illustrate the effectiveness of the algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
多组对策是一类组与组之间不合作而组内部局

中人之间合作的复杂对策系统,该类问题的研究涉
及非合作对策和合作对策的诸多理论.文[1]研究了
多组对策系统的非劣Nash策略,给出了二组矩阵对
策以及二组二次对策非劣Nash策略存在的充分必
要条件. 针对二组二次对策,优化了含权向量的非
劣Nash策略,得到各组的权向量, 但对一般情形, 这
样的非劣Nash策略不易解析求出,文[1]的方法具有
特殊性. 本文利用文[2]的一些结果对文[1]的方法作

进一步改进. 文[2]提出了一种全体决策者具有相同
让步的求解群体决策问题的最优均衡解算法,将一
个多目标群体决策问题化为一个单目标规划问题.
本文将文[2]最优均衡解的思想推广到求解组内部
合作对策问题中,并得到相应的带参数(其他组的策
略)的单目标规划问题.该问题的解不但是组内部合
作对策的非劣解,而且组内部所有局中人的支付值
均优于不合作时Nash平衡策略的支付值,无须进一
步做利益分配. 并且该方法不必解析求出带权重的
组内非劣解,也无须人为设定权重,因为求解最优均
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衡解可同时得到满足群体合理性和个体合理性的隐

含某合作权重的非劣解. 本文第2节引进多组对策非
劣Nash策略的定义.利用凸分析理论证明最优均衡
解集是组内部合作对策的非劣解集. 第4节给出迭代
算法. 第5节给出算例.

2 多多多组组组对对对策策策的的的非非非劣劣劣Nash策策策略略略( Non-inferior
Nash strategies for multi-team games)
不失一般性, 本文仅考虑两组对策问题, 对多

于两组的情形, 类似处理. 假设组1有n个局中人,
组2有m个局中人, 组1第i人的控制变量为xi,i =
1, 2, · · · , n, x = (x1, x2, · · · , xn); 组2第i人的控制

变量为yi, i = 1, 2, · · · ,m, y = (y1, y2, · · · , ym).
D1 = D1

1 ×D1
2 × · · · ×D1

n, D2 = D2
1 ×D2

2 × · · · ×
D2

m分别表示容许集合.两组对策问题为

min
x

(f1(x, y), f2(x, y), · · · , fn(x, y)), (1)

min
y

(g1(x, y), g2(x, y), · · · , gm(x, y)), (2)

组1内部局中人寻求权向量ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)(其
中: 0 6 ξi 6 1, ξ1 + ξ2 + · · · + ξn = 1)以及非劣对
策x̂ = (x̂1, x̂2, · · · , x̂n)为问题

min
x

n∑
i=1

ξifi(x, y)

的最优解. 类似于组1, 在组2中寻求权向量$ =
($1, $2, · · · , $m)及非劣对策ŷ = (ŷ1, ŷ2, · · · , ŷm)
为问题

min
y

m∑
i=1

$igi(x, y)

的解.
对组1给出的任意对策x ∈ D1, 组2选择相应的

策略y ∈ D2, 即存在映射ϕ : D1 → D2, 使得对一
切y ∈ D2有

m∑
i=1

$igi(x, ϕ(x)) 6
m∑

i=1

$igi(x, y).

一般情况下, 映射ϕ是多值映射. 称{y|y =
ϕ(x), (x, y) ∈ D1 × D2} 为组2的非劣理性反应
集. 同理, 对组2的任意对策y ∈ D2, 组1作出非劣
理性反应. 假设其相应的映射为ψ : D2 → D1, 非
劣Nash策略(x̂, ŷ)是非劣理性反应集的交集中的元
素.故(x̂, ŷ)一定同时满足x̂ = ψ(ŷ)和ŷ = ϕ(x̂).
定定定理理理 1 若容许集合D = D1 × D2是凸紧集

合,所有支付函数关于(x, y)连续且对任意y ∈ D2关

于x 是严格凸函数, 对任意x ∈ D1关于y 也是严

格凸函数, 则对任意权向量(ξ,$)存在非劣Nash策
略(x̂, ŷ)(依赖于权向量(ξ,$)).

证证证 略,参见文献[1]Theorem 3.1.
证毕.

3 组组组内内内部部部合合合作作作对对对策策策的的的非非非劣劣劣解解解( Non-inferior
solutions for cooperative games within each
team)
先考虑组内部合作对策问题,以第2组为例,对给

定的第1组控制变量x(本节始终考虑x为固定向量),
定义下列组内部合作对策问题(P)

min
yi

gi(x, y1, y2, · · · , ym), i = 1, 2, · · · ,m. (3)

定定定义义义 1 设(x, ȳ) ∈ D, 如果存在实数s > 0对
任意(x, y) ∈ D满足

gi(x, ȳ)− gi(x, y) 6 s, i = 1, 2, · · · ,m, (4)

则称(x, ȳ) ∈ D为问题(P)的s均衡解,称s为均衡值.

均衡值s 是组内部每位局中人针对自己的支付

函数给出的统一让步值.不难证明,如果(x, ȳ)为s均

衡解,则对任意s′ > s, (x, ȳ)也为s′均衡解.
定定定义义义 2 称集合Ḡ = {s|gi(x, ȳ) − gi(x, y) 6

s,∀(x, y) ∈ D, i = 1, 2, · · · ,m}为策略(x, ȳ) ∈
D的均衡集合.
定定定义义义 3 称G =

⋃
(x,ȳ)∈D

Ḡ为集合{x} ×D2的均

衡值集合,其中Ḡ为点(x, ȳ) ∈ D的均衡集合.
定定定义义义 4 设s∗是G的最小值,如果(x, y∗) ∈ D对

任意(x, y) ∈ D满足

gi(x, y∗)− gi(x, y) 6 s∗, i = 1, 2, · · · ,m,

则称(x, y∗) ∈ D 是问题(P)的s∗最优均衡解, s∗是问

题(P)的最优均衡值.
注注注 1 最优均衡值s∗是组内部每位局中人的统一

最小让步值, 统一让步体现了公平性. 由文献[2], 如果集

合D是凸紧集合, gi (i = 1, 2, · · · , m)关于y是连续函数, 则

最优均衡值s∗ 惟一存在.

定定定理理理 2 [2] 设问题min
y∈D2

gi(x, y)的最优值为g∗i (x)

(i = 1, 2, · · · ,m),则(x, y∗)是问题(P)的s∗最优均衡

解的充分必要条件是((x, y∗), s∗)是问题(P̄)

min s, (5)

s.t. gi(x, y)− g∗i (x) 6 s, i = 1, 2, · · · ,m (6)

的最优解和最优目标值.
定定定义义义 5 称y0 ∈ D2关于问题(P)是非劣的(或

Pareto最优的), 如果不存在y ∈ D2使得对所有i =
1, 2, · · · ,m有gi(x, y) 6 gi(x, y0), 且对某一k ∈
{1, 2, · · · ,m}有gi(x, y) < gi(x, y0).
定定定理理理 3 设集合D2是凸紧集合, gi(x, y)(i =
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1, 2, · · · ,m)关于y是连续的凸函数, 则由所有s∗最

优均衡解构成的集合是凸紧集合, 并且任意s∗最

优均衡解是问题(P)的非劣解. 如果gi(x, y)(i =
1, 2, · · · ,m)关于y是严格凸函数, 则问题(P)存在惟
一的s∗最优均衡解.

证证证 设(x, y∗1), (x, y∗2)是 问 题(P)的s∗最 优 均

衡 解, 由 于{x} × D2是 凸 紧 集, gi(x, y)(i =
1, 2, · · · ,m)关于y是连续的凸函数, 则对任意β ∈
(0, 1)有

β(x, y∗1) + (1− β)(x, y∗2) ∈ {x} ×D2,

gi(β(x, y∗1) + (1− β)(x, y∗2)) 6
β(s∗ + gi(x, y)) + (1− β)(s∗ + gi(x, y)) =

s∗ + gi(x, y),

所以β(x, y∗1) + (1 − β)(x, y∗2)也是问题(P)的s∗最优

均衡解,故s∗最优均衡解构成的集合是凸紧集合.以
下证明s∗最优均衡解是非劣解.
由于gi关于y是凸函数, D2是凸紧集合, 故问题

min
y∈D2

gi(x, y)存在最优值g∗i , 设(x, y∗) = (x, y∗1 ,

y∗2 , · · · , y∗m)是问题(P)的s∗最优均衡解,如果s∗ = 0,
则gi(x, y∗) = g∗i (i = 1, 2, · · · ,m),即(x, y∗)是绝对
最优解,因此, (x, y∗)一定是非劣解.
如果 s∗ > 0, 则 g∗i 6 gi(x, y∗) 6 g∗i + s∗.

假设(x, y∗)不是非劣解, 则存在y∗∗ ∈ D2使得

gi(x, y∗∗) 6 gi(x, y∗), 并且至少存在一个 k ∈
{1, 2, · · · ,m}(不妨设 k = 1)使得 g1(x, y∗∗) <

g1(x, y∗). 定义集合 Qi = {(x, y)|gi(x, y) <

gi(x, y∗)} (i = 1, 2, · · · ,m), 易证明Q1是开的非空

集合.对任意β ∈ (0, 1)有

g1(β(x, y∗∗) + (1− β)(x, y∗)) 6
βg1(x, y∗∗) + (1− β)g1(x, y∗) < g1(x, y∗),

gi(β(x, y∗∗) + (1− β)(x, y∗)) 6
βgi(x, y∗∗) + (1− β)gi(x, y∗) 6 g1(x, y∗),

i = 2, 3, · · · ,m.

如果Q1

⋂
Q2是空集, 则有g2(β(x, y∗∗) + (1 −

β)(x, y∗)) = g2(x, y∗) = g∗2 < g∗2 + s∗, 即存
在s∗2 < s∗使得gi(β(x, y∗∗) + (1 − β)(x, y∗)) 6
g∗i + s∗2, i = 1, 2. 如果Q1

⋂
Q2是非空集, 则显然

存在(x, y) ∈ Q1

⋂
Q2以及s∗2 < s∗使得gi(x, y) 6

g∗i + s∗2, i = 1, 2. 因此, 无论Q1

⋂
Q2非空与否, 皆

存在(x, y) ∈ Q1以及s∗2 < s∗满足gi(x, y) 6 g∗i + s∗2,
i = 1, 2. 同理可证, 无论(Q1

⋂
Q2)

⋂
Q3非空与

否, 皆存在(x, y) ∈ Q1以及s∗3 < s∗满足gi(x, y) 6

g∗i + s∗3, i = 1, 2, 3. 依次类推, 存在(x, y) ∈ Q1以

及s∗m < s∗满足gi(x, y) 6 g∗i + s∗m, i = 1, 2, · · · ,m.
故(x, y∗)不是问题(P)的最优均衡解, 矛盾. 所以,
(x, y∗)是问题(P)的非劣解. 定理的最后一个结论是
显然的.
证毕.
定定定理理理 4 设D2是凸紧集合, gi (i = 1, 2, · · · ,m)

关于y是连续可微的凸函数, 如果(x, y∗) 是问题(P)
的最优均衡解,则存在非负权向量w =(w1, w2, · · · ,

wm),使得y∗ ∈ D2是问题min
y∈D2

{
m∑

i=1

wigi(x, y)}的解.

证证证 对定理2中的问题(P̄)引入Lagrange 乘子以
及Lagrange函数

L(s, y, λ) = s−
m∑

i=1

λi(s− gi(x, y)− g∗i ).

由定理2, 如果y∗ ∈ D2, s∗ ∈ R+是问题(P̄)的
解, 则(s∗, y∗)一定是问题(P̄)的Karush-Tucker点[3],
即(s∗, y∗)满足∇s,yL(s, y, λ) = 0, 且λi > 0(因为

所有约束为积极约束), 故有1 −
m∑

i=1

λi = 0以

及
m∑

i=1

λi∇ygi(x, y) = 0, 这里∇为梯度算子. 显

然, y∗是问题min
y∈D2

{
m∑

i=1

λigi(x, y)}的解, 而Lagrange

乘子(λ1, λ2, · · · , λm)是相应的权重向量. 最优均
衡解是隐含某合作权重的非劣解.
证毕.

4 迭迭迭代代代算算算法法法(Iterative algorithm)
定定定义义义 6 设y0 ∈ D2, y1 ∈ D2, 如果对所

有i = 1, 2, · · · ,m, 有gi(x, y1) 6 gi(x, y0), 且对

某一k ∈ {1, 2, · · · ,m}有gk(x, y1) < gk(x, y0), 则

称策略y1优超策略y0或y1不劣于y0. 称所有优超

于y0的策略集合为y0的严格优超策略集.

如果组内部局中人之间不合作,则在定理3和定

理4的条件下必然存在组内部局中人的Nash平衡策

略.而非劣解只是就整体组而言优于Nash平衡策略

的解[4,5], 非劣解只满足群体合理性, 而对某些个体

来讲, 非劣解对应的支付值不一定优于Nash平衡策

略对应的支付值,即非劣解不一定满足个体合理性,

因此,对非劣解对应的支付值需做进一步分配,常用

分配方法是Shapley方法. 本文试图避开非劣解支付

值的再分配,直接构造一个单目标规划找到即是组

内部合作对策的非劣解,又是对所有个体而言都优

于组内部不合作对策的Nash平衡策略的解, 这样的

解是同时满足群体合理性和个体合理性的非劣解.
定定定义义义 7 令y0为组内部不合作对策的Nash平衡
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策略,则称严格优超于y0的策略为优超谈判策略.如
果该策略又是非劣的,则称该策略为非劣优超谈判
策略[4,5].

问题(P̄)的解是非劣的,但不一定是优超谈判策
略,以下对(P̄)做进一步改进.
假定组内部局中人之间不合作的Nash平衡策略

的支付值为ḡi, 则求解非劣优超谈判策略时只须再
加上约束条件gi(x, y) − ḡi 6 0 (i = 1, 2, · · · ,m)即
可,该条件不但不影响解的非劣性,而且仍具有相同
让步, 仍体现了公平性, 只是非劣解隐含的权重变
了,但为了得到该约束条件,须先求Nash平衡策略对
应的支付值ḡi, 这是很不方便的, 在定理4的假设条
件下, 如果Nash平衡策略位于D2的内部, 可得到求
解非劣优超谈判策略的规划(P̄′)




min s,

s.t. gi(x, y)− g∗i 6 s, i = 1, 2, · · · ,m,

∂gi(x, ȳ)
∂yi

= 0, i = 1, 2, · · · ,m,

gi(x, y)−gi(x, ȳ)60, i=1, 2, · · · ,m.

(7)

然而, 值得强调的是, 如果不能确定Nash平衡

策略位于D2的内部, 则不得不先求Nash平衡策略

对应的支付值ḡi,此时,求解问题(P̄′)归结为求解问
题(P̄).

以上对组1给出的任一策略x ∈ D1, 构造了

组2内部合作情形下寻求非劣优超谈判策略的单目

标规划(P̄′). 同理,对组2给出的任一策略y ∈ D2,对

组1也可做类似处理.

假设对任意y ∈ D2, 构造组1寻求非劣优超谈

判策略的单目标规划为(P̄1
′), 对任意x ∈ D1, 构造

组2对应的单目标规划为(P̄2
′). 由于组与组之间是

不合作的,可利用组与组之间非劣理性反应集构造

求解两组对策问题非劣Nash策略的交互式迭代算

法[6].

算算算法法法1
Step1 任意给定初始对策x(1) ∈ D1, y(1) ∈ D2,

数值精度ε > 0, k := 1.
Step2 对给定对策x(k) ∈ D1,求解问题(P̄2

′)得
到最优解y(k+1) ∈ D2. 对给定对策y(k+1) ∈ D2, 求
解问题(P̄1

′)得到最优解x(k+1) ∈ D1.
Step3 判断是否

‖(x(k), y(k))− (x(k+1), y(k+1))‖∞ 6 ε,

如果是, 则(x(k+1), y(k+1))是二组对策问题的非
劣Nash策略,否则, k := k + 1,转Step2.

5 算算算例例例(Example)
考虑企业联盟A和B的二组对策问题, 企业联

盟A有3个部门(局中人), 联盟B有两个部门, 各联
盟(组)追求最大利润. 市场价格由5个部门的生
产能力决定, 具体参数如表1所示. 其中, 市场价
格p = p0 − (x1 + x2 + x3 + y1 + y2), p0 = 240,
a1 = 1, a2 = 50, a3 = 1, b1 = 1.5, b2 = 60, c3 = 20.
取初始值x(1) = (30, 30, 30), y(1) = (30, 30)执行
算法1将迭代结果记录于表2. 其中S1, S2分别表示

第k次迭代时问题(P̄1
′)与问题(P̄2

′)对应的最优均衡
值.

表 1 企业联盟A和B的市场竞争参数
Table 1 Parameters for market competition between

corporation coalition A and B

组 部 生产 生产能 生成 利润

门 能力 力约束 成本 函数

A1 x1 (0, 50 ) a1x2
1 f1

1 =px1−a1x2
1

A A2 x2 (0, 50 ) a2x2 f1
2 =px2−a2x2

A3 x3 (0, 50 ) a3x2
3−c3x3 f1

3 =px3−a3x2
3+c3x3

B1 y1 (0, 50 ) b1y2
1 g2

1 =py1−b1y2
1B

B2 y2 (0, 50 ) b2y2 g2
2 =py2−b2y2

表 2 算法1(以第2组初值开始)的迭代结果记录
Table 2 Records of iterative results for algorithm 1

(starting from initial value of team 2)

k x y S1 S2

1 (30.00, 30.00, 30.00) (30.00, 30.00)
2 (21.54, 30.36, 4.30) (21.40, 34.67) 2063.00 1188.21
3 (22.09, 30.94, 14.86) (21.15, 34.22) 2153.27 1164.02
4 (22.19, 31.04, 14.95) (21.99, 32.64) 2169.25 1239.33
5 (22.20, 31.09, 14.90) (21.11, 34.14) 2203.16 1159.64
6 (22.21, 31.06, 14.97) (21.10, 34.12) 2172.12 1158.92
7 (22.21, 31.06, 14.97) (21.10, 34.12) 2172.12 1158.92

经过7次迭代, 计算精度已达到10−2, 二组对策
的非劣Nash策略为: 企业A三个部门的生产能力
是: 22.21, 31.06, 14.97, 利润分别为2095.2, 2066.3,
1221.3. 企业B两个部门的生产能力是: 21.10, 34.12,
利润分别为1792.00, 1930.00. 对企业B给出的对
策y = (21.10, 34.12), 如果企业A三个部门之间不
合作, 则A组内部的Nash平衡策略为(30.18, 40.54,
23.51), 利润分别为1821.97, 1643.90, 1105.91. 同
样, 对企业A给出的对策x = (22.21, 31.06, 14.97),
如果企业B两个部门之间不合作, 则Nash平衡策略
为(25.75, 43), 利润分别为1657.92, 1849.43. 由此显
然验证了本文算法1得到的非劣Nash策略对应的支
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付值在A, B两组所有局中人中均优于组内不合作
的Nash平衡策略,因此组内的合作是有意义的,而且
非劣Nash策略是两组内部的非劣优超谈判策略.事
实上,在迭代过程中,每一步得到的对策都是当前迭
代点处组内局中人的非劣优超谈判策略.经过上机
验证,如果取其他不同的初始值迭代,所得结果完全
相同.
注注注 2 该算例的数学模型来源于文献[1, 7].

注注注 3 求解单目标约束规划问题的软件为Lingo8.0.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了多组对策系统的非劣Nash策略问题,

给出了求解该策略的迭代算法. 利用最优均衡解的
概念,不设权重便可得到组内部合作对策的非劣优
超谈判策略,该非劣解隐含了合适的权向量,避开了
寻找权重的麻烦,不具有主观性. 本文算法不同于文
献[1], 它可求解一般性质的非线性多组对策. 并为
所有组内局中人找到公平的、具有相同让步的、满

足个体合理性和群体合理性的最好解.
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