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摘要:针对噪声分布未知的ARMAX系统,提出了一种自适应非参数噪声密度估计方法,由估计误差动态调整高
斯核函数的全局带宽和局部带宽,实现了未知噪声分布密度的自适应估计;通过极小化似然函数,给出了基于噪声
密度估计的参数辨识迭代算法,分析了算法的收敛性并给出了算法收敛的充分条件.仿真结果表明本文提出的算法
在系统噪声未知时具有较强的抗噪能力和良好的收敛性.
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Abstract: The problem of estimating parameters of ARMAX-model subject to unknown noise density distribution is
addressed in this paper. Firstly, a method for adaptive nonparametric noise density estimation by using the Gaussian kernel
is proposed. The global bandwidth and local bandwidth of the Gaussian kernel are dynamically computed according to
the estimation error. Secondly, an iterative algorithm for parameter estimation is presented by minimizing the maximum
likelihood function and the algorithm is based on the nonparametric estimate of the noise density. Thirdly, the convergence
of the algorithm is analyzed and the convergent condition is given. Finally, simulation results show the proposed technique
offers improved performance over existing methods when the noise density distribution is unknown.
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1 引引引言言言(Introduction)
当噪声概率密度分布已知时中外学者针对不

同系统提出了许多性能良好的辨识方法. Huber基
于Minimax方法,对冲击噪声系统提出了鲁棒M估计
方法[1∼3], Fang详细介绍了噪声为高斯分布时的最
小二乘算法及其改进算法[4]; Yohai给出了算法收敛
的充分条件[5], Wang将Huber的估计方法应用于多用
户检测[6]; Ding将递阶辨识的方法应用于高维、待
估计参数多且含有均值为零、二阶矩有界的噪声的

复杂大系统,大大降低了计算量和存储量,并用鞅超
收敛定理证明了算法的收敛性[7]. 这一类方法称为
基于噪声参数模型的辨识[8], 其共同的特点是系统
的噪声分布可以用精确的数学模型描述, 在此基础
上用优化、统计学和鞅超收敛性等数学方法进行参

数估计.
然而,由于电磁辐射、大型设备的机械振动等复

杂环境的影响,使得系统的实际噪声模型严重偏离

预先假定的分布,影响基于噪声参数模型的辨识效
果[6,8,9]. 针对噪声分布密度未知的系统,本文提出一
种自适应非参数噪声密度估计方法, 基于极大似然
原理, 给出了参数估计的迭代算法并分析了算法的
收敛性.

2 辨辨辨识识识模模模型型型描描描述述述(System description)
为表述方便起见,考虑SISO ARMAX模型[5]:

y(k)=−
na∑
i=1

aiy(k−i)+
nb∑

j=1

bju(k − j)+v(k)=

hT(k)θ + v(k), k = 1, 2, · · · , L− 1, L, (1)

其中L表示样本长度,

h(k) = [−y(k − 1),−y(k − 2), · · · ,−y(k − na),

u(k − 1), u(k − 2), · · · , u(k − nb)]T =

[h1(k), h2(k), · · · , hna
(k), hna+1(k),

hna+2(k), · · · , hna+nb
(k)]T,
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θ = [a1, a2, · · · , ana
, b1, b2, · · · , bnb

]T =

[θ1, θ2, · · · , θna
, θna+1, θna+2, · · · , θna+nb

]T,

T是转置符号, v(k)是的观测噪声, 其分布密度函
数f(v)未知.
若记:

YL = [y(1), y(2), · · · , y(L− 1), y(L)]T,

HL = [h(1), h(2), · · · , h(L− 1), h(L)]T,

VL = [v(1), v(2), · · · , v(L− 1), v(L)]T,

则式(1)可表示为

YL = HLθ + VL. (2)

3 密密密度度度估估估计计计(Density estimation )
密度估计就是要从独立同分布观测序列y(1),

y(2), · · · , y(L − 1), y(L)中获得噪声分布函数f(v)
的估计.常用的非参数密度估计方法有: Histograms,
样条函数法,核(Kernal)估计法,正交级数法,小波变
换法[10]等,其中核估计由于能得到密度函数的封闭
表达式而得到广泛应用.

3.1 自自自适适适应应应非非非参参参数数数密密密度度度估估估计计计(Adaptive non-

parametric density estimation )
自适应核估计的本质是对每个观测值设定一个

核来获得经验分布的点估计,核的累加和作为噪声
分布函数f(v)的估计,其数学描述为

f̂(v) =
1
L

L∑
i=1

1
hλi

K

(
v − v(i)

hλi

)
, (3)

其中: λi是局部带宽, 描述了分布函数的重尾、单
双峰等局部信息; h是全局带宽, 用于设定分布函
数f̂(v)的整体平滑特性; L是观测点总数; K(x)是核
函数,满足可微、非负、

r +∞
−∞ K(x) = 1等条件,当核

函数选为高斯核时,核函数变为

f̂(v) =
1
L

L∑
i=1

1
hλi

1√
π

e
h
−
“

v−v(i)
hλi

2
”i

. (4)

3.2 局局局部部部带带带宽宽宽和和和全全全局局局带带带宽宽宽的的的选选选择择择(Computation of
local bandwidth and global bandwidth )
按下列步骤设定局部带宽λi和全局带宽h的值.
·设定所有的λi = 1, i = 1, 2, · · · , L−1, L,得到

f̂h(v) =
1
L

L∑
i=1

1
h

K

(
v − v(i)

h

)
. (5)

·极小化以下目标函数,得到h的最优值

MISE = E
[w +∞

−∞

(
f̂h(v)− f(v)

)2

dv

]
. (6)

当噪声密度分布f(v)满足高斯分布且K(x)选为

高斯型核函数,即:

f(v) =
1√
2πσ

e
h
− (v−µ)2

2σ2

i
,

f̂h(v) =
1
L

L∑
i=1

1
h

e
h
−( v−v(i)

h )2
i
,

通过极小化公式(6)可以得到公式(5)中h的最优估计

为: hopt = 0.79RL−1/5, R为区间分位数, 其计算步
骤如下:
给定一组观测值:

y(1), y(2), · · · , y(L− 1), y(L).

Step 1 对观测序列y(1), y(2), · · · , y(L − 1),
y(L)由小到大排序, 假设排序后的序列为ys(1),
ys(2), · · · , ys(L− 1), ys(L);

Step 2 确定样本分组group1和group2, 分两种
情况讨论:

i) 当L为偶数,

group1为

ys(1), ys(2), · · · , ys(
L

2
− 1), ys(

L

2
),

group2为

ys(
L

2
+ 1), ys(

L

2
+ 2), · · · , ys(L− 1), ys(L).

ii) 当L为奇数,

group1为

ys(1), ys(2), · · · , ys(
L + 1

2
− 1), ys(

L + 1
2

),

group2为

ys(
L + 1

2
), ys(

L + 1
2

+ 1), · · · , ys(L− 1), ys(L);

Step 3 确定group1和group2的分位数Q1和Q2;

Step 4 确定区间分位数R为: Q2−Q1.

当噪声分布密度f(v)未知时,通常用交叉确认方
法或者再抽样方法极小化公式(6)而得到h得最优估

计[11]. 在实际应用中,由公式hopt = 0.79RL−1/5 得

到的值满足计算要求[11].
·将hopt代入式(5)得到

f̂0(v) =
1
L

L∑
i=1

1
hopt

K

(
v − v(i)

hopt

)
. (7)

·更新λi (i = 1, 2, · · · , L− 1, L)的值,计算公式
为

λi =
f̂0(v(i))

L∏
j=1

f̂0(v(j))
. (8)

· 将λi (i = 1, 2, · · · , L − 1, L)的值和hopt代入
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式(3)得到噪声密度函数的估计

f̂h(v) =
1
L

L∑
i=1

1
hoptλi

K

(
v − v(i)
hoptλi

)
, (9)

经过适当的数学处理,式(9)便可很好的描述具有重
尾、对称、单峰分布特征的非高斯噪声; 文献[12]讨
论了核估计的一致性条件.

4 参参参数数数估估估计计计迭迭迭代代代算算算法法法(Iterative algorithm for
parameter estimation )

4.1 极极极 大大大 似似似 然然然 函函函 数数数 的的的 推推推 导导导(The maximum-
likelihood function)
当噪声分布密度为f(v)时,极大似然函数为

L(θ/YL) =
L∏

k=1

f
(
y(k)− hT(k)θ

)
, (10)

对式(10)两边取对数, 得到被估计参数的极大似然
解为

θ̂ML =arg min
θ

L∑
k=1

− log f
(
y(k)− hT(k)θ

)
.(11)

式(11)对θi (i = 1, 2, · · · , (na + nb))求导, 并令
导数为0,可得(na + nb)个方程:

L∑
k=1

Ψ

(
y(k)−

na+nb∑
j=1

hj(k)θj

)
hl(k) = 0,

l = 1, 2, · · · , na + nb, (12)

其中Ψ(x) = −f ′(x)/f(x)称为代价函数.
写成向量形式为

HT
L Ψ (YL −HLθ) = 0(na+nb), (13)

其中0(na+nb)表示(na + nb)维列向量.

由于实际噪声分布函数f(v)未知, 在计算时
用式(9)得到的密度估计函数f̂(v)代替, 当核函
数K(x)选为高斯核函数,则:

Ψ(v) = − f̂ ′(v)

f̂(v)
=

1
N

L∑
k=1

1√
π

1
hoptλk

−2
hoptλk

v − v(k)
hoptλk

A

1
N

L∑
k=1

1√
π

1
hoptλk

A

=

L∑
k=1

1
λk

−2
hoptλk

v − v(k)
hoptλk

A

L∑
k=1

1
λk

A

, (14)

其中A = e

»
−
“

v−v(k)
hoptλk

”2
–

. 可以看出式(14)的分母不
为0,确保了Ψ(v)的存在性.

4.2 迭迭迭代代代算算算法法法(Iterative algorithm )
按以下步骤进行参数迭代计算:

Step 1 置l = 0,由最小二乘法得到参数的初始
估计值:

θ̂0 = θ̂LS =
(
HT

L H
)−1

HT
L YL.

Step 2 计算观测残差向量

v̂ = YL −HLθ̃l. (15)

Step 3 将残差向量v̂ 的各分量代入式(14)计算
代价函数向量:

z = Ψ(v̂) = − f̂ ′(v̂)

f̂(v̂)
. (16)

Step 4 更新参数向量:

θ̂l+1 = θ̂l +
1
µ

(
HT

L H
)−1

HT
L z, (17)

其中µ = max(
∣∣Ψ l(x)

∣∣).

Step 5 如果‖θ̂l+1 − θ̂l‖ 6 ε,则停止迭代,否则
回到Step2继续.

4.3 算算算法法法收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis of the
algorithm)
定义目标函数:

c(θ) =
L∑

k=1

− log f
(
y(k)− hT(k)θ

)
, (18)

则对以上迭代算法,有以下收敛定理:

定定定理理理 1 如果R = HT
L HL正定,则由式(16)(17)

所得的参数估计满足以下关系:

C(θ̂l)−C(θ̂l+1)> µ

2
(θ̂l−θ̂l+1)TR(θ̂l−θ̂l+1)=

1
2µ

z((θ̂l)TSR−1STz(θ̂l), (19)

其中

z(θ̂l) = [Ψ((y(1)− hT(1)θ̂l), Ψ((y(2)− hT(2)θ̂l),

· · · , Ψ((y(L)− hT(L)θ̂l)]T.

证证证 定义函数

d(δ) =
1
µ

[C(θ̂l)− C(θ̂l + δ)
1
2
[δTHT

L HLδ −
2
µ

δTHT
L z(θ̂l)], δ ∈ R(na+nb), (20)

有以下结果:

d(0) = 0, (21)
∂(d(δ))

∂δ

∣∣∣
δ=0

=
1
µ

L∑
k=1

Ψ
(
y(k)−hT(k)(θ̂l+δ)

)
h(k)+
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HT
L HLδ − 1

µ
HT

L z(θ̂l)
∣∣∣
δ=0

= (22)

1
µ

HT
L z(θ̂l+δ)+HT

L HLδ− 1
µ

HT
L z(θ̂l)

∣∣∣
δ=0

=0(na+nb),

(23)
∂2(d(δ))

∂δ2
= − 1

µ

L∑
k=1

Ψ ′
(
y(k)− hT(k)(θ̂l + δ)

)
·

h(k)hT(k) + HT
L HL, (24)

因为 Ψ ′(x) 6 µ,

所以
∂2(d(δ))

∂δ2
>−

L∑
k=1

h(k)hT(k) + HT
L HL =

0(na+nb)×(na+nb). (25)

由式(21)∼(25)可知: 对任何δ ∈ R(na+nb), d(δ) > 0.

设δ = θ̂l − θ̂l+1 =
1
µ

(HT
L HL)−1HT

L z(θ̂l), 则由

式(21)可得:

06d(δ) =
1
µ

[C(θ̂l)− C(θ̂l + δ)]−
1

2µ2
zT(θ̂l)HL(HT

L HL)−1HT
L z(θ̂l),

(26)

式(26)等价于:

C(θ̂l)− C(θ̂l+1) 6 µ

2
(θ̂l − θ̂l+1)TR(θ̂l − θ̂l+1) =

1
2µ

z(θ̂l)TSR−1STz(θ̂l).

证毕.

推推推论论论 1 如果ρ(x) = − log(f(x))是凸函数,并
且有下界,则当l →∞, θ̂l → θ∗.

其中: θ∗使C(θ)的取值达到最小.

证证证 因为− log(f(x))是凸函数,并且有下界,所

以C(θ̂l) =
L∑

k=1

− log f(y(k)− hT(k)θ̂l)也是凸函数,

并且有下界.

由定理知C(θ̂l)是一个递减序列, 所以C(θ̂l)收
敛.

由式(26)可知: 当l →∞时,

zT(θ̂l)HL(HT
L HL)−1HT

L z(θ̂l) 6
2µ[C(θ̂l)− C(θ̂l + δ)] → 0. (27)

因为HL(HT
L HL)−1HT

L满秩,所以 lim
l→∞

z(θ̂l)→0.

由于z(θ̂l)的第i (i = 1, 2, · · · , L)个分量为:

Ψ(y(i)−hT(i)θ̂l)=−f ′(y(i)− hT(i)θ̂l)

f(y(i)−hT(i)θ̂l)
= (28)

−∂ log f(y(i)− hT(i)θ̂l)

∂f(y(i)− hT(i)θ̂l)
, (29)

式(28)中分母f(y(i) − hT(i)θ̂l)是一个概率密度,取
值范围为(0, 1), 故 lim

l→∞
Ψ(y(i) − hT(i)θ̂l) → 0等价

于 lim
l→∞

f ′(y(i)− hT(i)θ̂l) → 0.

由推论条件: ρ(x) = − log(f(x))是凸函数,并且
有下界及式(29)可知: 存在 lim

l→∞
θ̂l → θ∗, 使C(θ)的

取值达到最小. 证毕.

由定理和推论可知,对满足一定条件的系统,由
迭代算法可以得到参数的一致估计.

5 仿仿仿真真真与与与结结结果果果分分分析析析(Simulation study)
考虑如下由差分方程描述的辨识对象:

y(k) = 1.5y(k − 1)− 0.7y(k − 2) + u(k − 1) +

0.5u(k − 2) + v(k),

输 入 信 号 采 用 幅 度 为4阶M序 列[5], v(k)服
从fv(v) = (1 − ε)fN(v) + εfC(v)分布[6], fN(v)是
高斯分布N(0, σ2)的概率密度, fC(v)是高斯分
布N(0, κσ2)的概率密度, κ À 1, 在本文中取σ2 =
1, κ = 100, ε = 0.1, 数据长度L = 500, 第35个
输出点后, 每隔15个观测点, 输出值同期性地加
上{−4, 6,−8, 3,−5, 4,−7, 6}序列, 噪声比SNR =
0.3387, 参数估计向量θ = [a1, a2, b1, b2]T =
[−1.5, 0.7, 1.0, 0.5]T (T表示转置符号), 前十个数据
所得的最小二乘用来作为M估计递推计算的初值,
经过500步计算, 由递推最小二乘算法、Wang[13]给

出的算法以及本文递推算法的均方误差MSEl =
(θ̂l − θ)T(θ̂l − θ)随迭代次数的变化如图1所示:

图 1 3种算法均方误差图

Fig. 1 Mean square errors of the three algorithms

从图1可以看出: Wang算法的均方误差最大, 这
是因为在输出数据中加入了周期性的冲击信号,偏
离了Wang算法的最优性噪声条件;本文的自适应密
度估计算法的均方误差最小、收敛速度快、抗噪能

力强; 最小二乘递推算法均方误差和抗噪能力介于
本文算法和Wang算法之间. 另外, 随着迭代次数的
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增加,用本文算法获得的参数估计误差在100 = 1的
数量级,这是由于噪信比过大的缘故.

通过改变噪声的幅值,控制噪信比,获得的均方
误差MSEl = (θ̂l − θ)T(θ̂l − θ)和迭代次数的关系
如图2所示:

图 2 不同噪信比下均方误差图

Fig. 2 Mean square errors with different algorithm

从图2可以看出:参数估计均方误差随着噪信比
的减小呈指数下降的关系.

6 结结结束束束语语语(Conclusion)
本文提出了一种自适应密度估计方法,适用于噪

声分布未知的系统参数辨识,通过极小化似然函数,
给出了参数估计的迭代算法,分析了算法的收敛性,
仿真结果表明算法具有较强的抗噪能力和良好的收

敛性.

另外,本文选择的是高斯核函数,在参数的每步
迭代计算中都要估计全局带宽和局部带宽, 这在观
测值数量很大时将严重增加计算开销, 影响数据处
理的速度.因此, 设计逼近效果好,计算量小的密度
估计器将是很有意义的研究方向.
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