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MIMO系系系统统统转转转化化化为为为Luenberger能能能控控控规规规范范范型型型的的的条条条件件件

江宁强1, 宋文忠2

(1. 南京理工大学自动化学院,江苏南京 210014; 2. 东南大学自动化研究所,江苏南京 210096)

摘要: 线性系统化为Luenberger能控规范型后可以很方便地进行极点配置. 本文证明, 在完全能控的情况下,
MIMO系统能否化为Luenberger能控规范型与系统的最大能控性指数和最小能控性指数之差有关. 如果两者之差大

于1,就可能在控制矩阵B中除第l行(l =
mP

i=1

µi, 1 6 m 6 r)以外的位置上出现非零元. 结果表明,用Luenberger能控

规范型方法进行极点配置有一定的局限性.
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Restraint on MIMO system in being transformed into
the Luenberger’s canonical form
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Abstract: Pole assignment can be readily implemented after the linear system is transformed into the Luenberger’s
canonical form. It is proved that the difference between the maximal and the minimal controllability indices is the essential
condition to ensure that whether a controllable MIMO system can be transformed into the Luenberger’s canonical form
or not. If the difference is greater than 1, non-zero elements may then appear in the control matrix B except at the row

l(l =
mP

i=1

µi, 1 6 m 6 r). The result also shows the restraint of this method in pole assignment.
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1 引引引言言言(Introduction)
线性系统理论研究了多输入–多输出(MIMO)系

统的极点配置方法. 对状态空间中描述的系统,如果
能转化为能控规范型, 就可以简便地通过状态反馈
实现极点的任意配置[1,2].
能控规范型主要有两种,即Wonham能控规范型

和Luenberger能控规范型, 其中Luenberger能控规范
型应用较为广泛.文[3]最早将单变量系统的能控规
范型构造方法推广到多变量系统,构造出的两种能
控规范型称为Luenberger能控规范型. Luo证明了这
两种规范型的等价性[4]. 文[5]指出, Luenberger能控
规范型不是惟一的, 并提出了一种直接构造规范型
的方法,不需要计算变换矩阵,减小了计算量. 目前
认为,只要系统完全能控,就可以化为Luenberger能
控规范型[3∼6]. 然而在应用中会出现一些特殊情况,
按要求选择一组线性无关列之后, 构造出的变换矩
阵并不能将系统化为Luenberger能控规范型. 因此

有必要对转化条件作进一步研究.
本文首先给出Luenberger能控规范型的定义及

常用的转换方法; 然后给出一个经转换不能化
为Luenberger能控规范型的例子; 最后, 本文将证
明,能否转化还取决于系统能控性指数的构成.

2 MIMO系系系统统统的的的Luenberger能能能控控控规规规范范范型型型(L-
uenberger’s controllable canonical form of
MIMO system)
考虑完全能控的线性时不变MIMO系统[3]:

Σ :

{
ẋ = Ax + Bu,

y = Cx,
(1)

其中: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×p, C ∈ Rq×n为常数矩

阵, B = [b1 b2 · · · bp ], rank B = r. 系统的能控
性矩阵为Q = [B,AB, · · · , An−1B]. 不失一般性,
设B中前r个列向量线性无关.采用行搜索方法可以
确定Q中的线性无关列向量,并组成满秩矩阵:
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M =[b1,· · ·, Aµ1−1b1, · · · , br, · · · , Aµr−1br], (2)

其中µ = {µ1, µ2, · · · , µr}为系统的能控性指数集,
r∑

i=1

µi = n. 由M−1中各块的末行构造矩阵P :

M−1 =




e11

...
e1µ1

...
er1

...
erµr




, P =




e1µ1

...
e1µ1A

µ1−1

...
erµr

...
erµr

Aµr−1




. (3)

变换x̄ = Px将系统(1)化为：

ΣL :

{
˙̄x = Āx̄ + B̄u,

y = C̄x̄,
(4)

其中:

Ā = PAP−1 =
[
Āij

]
, i, j = 1, 2, · · · , r,

Āii(µi×µi)=




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1
× × × × ×




, i=1, 2, · · · , r,

Āij(µi×µj) =




0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0
× × × × ×




, i 6= j,

B̄(n×p) = PB, C̄ = CP−1,

“×”为可能的非零元. 如果B̄矩阵具有如下形式:

B̄(n×p) =




0 0 0 0 × · · · ×
...

...
... · · · ...

0 0
1 ×

0
...

... · · · ...
0
1

. . .
... · · · ...

0
...

... · · · ...
0
1 × · · · ×




,

即在B̄矩阵的前r列中, 除了第l行(l =
m∑

i=1

µi, 1 6
m 6 r)以外, 其他各行都由零元组成, 这时的
系统(4)称为Luenberger能控规范型. 采用状态反
馈u = Kx̄, k ∈ Rp×n, 并令K矩阵的第r + 1至p行

为0,就可以任意配置系统的极点.

3 Luenberger能能能控控控规规规范范范型型型与与与能能能控控控性性性指指指
数数数(Luenberger’s canonical form and contro-
lability indices)
系统(1)完全能控并不能保证该系统可以化

为Luenberger能控规范型(4), 因为在P变换下, B̄有

可能不具备规范型所要求的特殊形式. 例如,系统

ẋ =




0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 3
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 0 1




x +




1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 −1 0
0 0 0
0 0 1




u, (5)

记B = [b1, b2, b3].取M = [b1, Ab1, b2, Ab2, A
2b2, b3],

则µ={2, 3, 1},

M−1 =




e11

e12

e21

e22

e23

e31




, P =




e12

e12A

e21

e21A

e21A
2

e31




,

Ā =




0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 −1 0 2 1
0 0 0 0 0 1




, B̄ =




0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 0 2
0 1 6
0 0 1




.

变换x̄ = Px将系统(5)化为:

˙̄x = Āx̄ + B̄u. (6)

系统(6)不是Luenberger能控规范型. 如果用状
态反馈u = Kx̄来配置极点, 就要对矩阵Ā中第2,
5, 6行的元素进行设置, 并保持其他各行不变. 由
于B̄中第4行、第3列元素不等于0, 因此对矩阵中
第6行进行设置时,第4行也同时发生变化. 所以取能
控性指数集µ = {2, 3, 1}时,不能实现闭环极点的任
意配置.
一般地,如果系统(1)经变换x̄ = Px后,在B̄矩阵

的前r列中, 除了第l行(l =
m∑

i=1

µi,1 6 m 6 r)以外

的位置上出现了非零元,则该系统不能转化为 Luen-
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berger 能控规范型; 反之, 则该系统必能化为 Luen-
berger能控规范型.
记最大能控性指数µmax = max

i=1,2,··· ,r
µi,最小能控

性指数µmin = min
i=1,2,··· ,r

µi, ∆µ = µmax − µmin. 可证

如下命题:
命命命题题题 如果∆µ 6 1,则完全能控的系统(1)必能

化为Luenberger能控规范型.

证证证 不失一般性,设B中前r个列向量线性无关,
能控性指数集µ中µi = µmax, µj = µmin.

当∆µ 6 1时,对B̄矩阵中任一个元

bij, 16 i6n, i 6=
m∑

l=1

µl,m=1, 2,· · ·, r, j =1, 2,· · ·, r,

必有

i =
k∑

l=1

µl − w, 0 < w < µk, 1 6 k 6 r,

故

bij = ekµk
×Aµk−w−1bj.

因为µk − w − 1 6 µj − 1,所以bij = 0. 证毕.

注注注 1 如果∆µ = µi − µj > 1, 由M−1 × M =

I可知, eiµi
× Akbj = 0. 矩阵中第(

iP
l=1

µl) − 1行、j列

为eiµi
× Aµi−2bj . µi − 2 > µj − 1, 所以B̄矩阵中的

该元是可能的非零元. 而Luenberger能控规范型的控制

矩阵中该元为零. 因此经变换x̄ = Px后, 系统不一定

能转化为Luenberger能控规范型. 可见, 系统(1)能否化

为Luenberger能控规范型不仅取决于系统是否能控, 还与

系统能控性指数的构成有关,在实际应用中应加以考虑[7].

注注注 2 用不同的方法搜索Q中的线性无关列向量,得
到的能控性指数集可能不同.如果某种搜索方法得到的指
数集能够满足上述的条件,系统就可以化为Luenberger能控
规范型. 对系统(5), 如果取M = [b1, Ab1, b2, Ab2, b3, Ab3],
则µ={2, 2, 2}, ∆µ = 0,

Ā =

2
666666664

0 1 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1/2 0 0 −1

0 0 0 0 0 1

0 0−1/2 1/2−2 3

3
777777775

, B̄ =

2
666666664

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

3
777777775

.

由于B̄中除了第2, 4, 6行以外, 各元素为0, 因此可以同时

对Ā矩阵的第2, 4, 6行进行任意配置.

4 结结结论论论(Conclusion)
在完全能控的情况下, MIMO系统能否化

为Luenberger能控规范型与系统的最大能控性指
数和最小能控性指数之差有关. 如果两者之差大

于1, 就可能在除第l行(l =
m∑

i=1

µi,1 6 m 6 r)以外

的位置上出现非零元. 这表明,用Luenberger能控规
范型方法进行极点配置有一定的局限性. 当系统
不能化为Luenberger能控规范型时, 可以尝试选取
不同的线性无关列的组合来构造变换矩阵, 或者采
用Wonham能控规范型等其他形式进行极点配置.
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