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摘要:应用广义模糊Lyapunov函数方法研究T-S模糊系统的稳定性与控制器设计问题.首先,将T-S模糊系统表示
成模糊广义系统的形式;然后利用广义模糊Lyapunov函数得到模糊系统稳定的充分条件,并且给出基于线性矩阵不
等式(LMI)的PDC控制器设计方法. 该方法与已有的模糊Lyapunov函数方法相比,计算量小,并且表达成LMI形式,
容易求解. 最后,通过例子验证方法的优越性和有效性.
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Abstract: The problems of stability analysis and controller design of T-S fuzzy systems are investigated by using
descriptor fuzzy Lyapunov function approach. Firstly, the T-S fuzzy systems are formulated as fuzzy descriptor systems;
Then, by descriptor fuzzy Lyapunov function, a sufficient condition for the fuzzy systems to be stable is derived and an
LMI-based parallel distributed compensation(PDC) controller design method is given. Compared with the existing fuzzy
Lyapunov function method, the proposed method is simpler and can be formulated into LMIs which can be solved easily.
Finally, an example is given to illustrate the advantage and validity of the approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
T-S模糊系统自提出以来就引起了国内外控制

领域的普遍重视, 许多学者对T-S模糊系统的稳
定性进行了研究, 并得到了许多关于系统稳定性
的结果[1∼7]. 然而, 这些结果大部分都是利用公
共Lyapunov函数方法得到的关于T-S模糊系统二次
稳定的充分性条件. 由于模糊系统本质上是非线
性系统, 因此用单一的Lyapunov函数分析系统的稳
定性必定存在很大的保守性. 针对这一问题,最近,
Tanaka等[8∼10]对连续模糊系统提出了模糊Lyapunov
函数方法, 对隶属函数的导数给出限制, 得到了系
统稳定的充分条件,文献[9]给出了控制器设计方法.
但文献[9]中给出控制器的设计方法不是LMI的, 计
算量也很大,因此在应用上存在很大的局限性.
本文针对这一问题, 将广义系统方法和模

糊Lyapunov函数方法结合,既克服了单一Lyapunov
函数方法保守性较大的缺点, 又解决了模糊
Lyapunov函数方法计算量过大和难以得到LMI形

式结果的问题. 给出了基于LMI的PDC控制器设计
方法. 而且,放松了对隶属函数导数的限制条件.

2 T-S模模模糊糊糊系系系统统统(T-S fuzzy systems)
考虑如下T-S模糊系统

ẋ(t) =
r∑

i=1

hi(ξ)(Aix(t) + Biu(t)). (1)

其中: x(t) ∈ Rn是状态向量, u(t) ∈ Rm是控制输入,
Ai, Bi是维数适当的常数矩阵, ξ = [ξ1 · · · ξp]T是前

件变量,
r∑

i=1

hi(ξ) = 1, 0 6 hi(ξ) 6 1.

系统(1)的自治系统为

ẋ(t) =
r∑

i=1

hi(ξ)Aix(t). (2)

为了分析系统(2)的稳定性, 文献[9]引入如下假
设条件:
假假假设设设 1 [9]

|ḣρ(ξ)| 6 φρ,

其中φρ > 0, ρ = 1, 2, · · · , r.
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利用如下形式模糊Lyapunov函数

V (x, ξ) =
r∑

ρ=1

hρ(ξ)xT(t)Pρx(t), (3)

其中Pρ > 0,文献[9]给出了系统(2)稳定的条件.
引引引理理理 1 [9] 如果存在常数φ1, φ2, · · · , φr, 使假

设1成立, 且存在矩阵Pi, i = 1, 2, · · · , r满足下面

的LMIs:

Pi > 0, i = 1, 2, · · · , r,
r∑

ρ=1

φρPρ +
1
2
{AT

j Pi + PiAj + AT
i Pj + PjAi} < 0,

i 6 j = 1, 2, · · · , r,

那么模糊系统(2)是稳定的.
对于引理1,显然, φρ越小越容易得到可行解,而

假设1决定了φρ > 0, 而且对ḣρ(ξ)的上下界都有限
制,在此对假设1进行了放松,给出如下假设:
假假假设设设 2

ḣk(ξ) 6 ϕk,

其中ϕk, k = 1, 2, · · · , r是常数.
利用文献[11]中的广义系统方法,把系统(1)改写

为如下模糊广义系统形式

Eẋ∗(t) =
r∑

i=1

hi(ξ)(A∗
i x
∗(t) + B∗

i u(t)),

其中:

E =

[
I 0
0 0

]
, A∗

i =

[
0 I

Ai−I

]
, B∗

i =

[
0
Bi

]
,

x∗(t) = [x(t)T y(t)T]T, y(t) = ẋ(t),

系统(2)可改写为

Eẋ∗(t) =
r∑

i=1

hi(ξ)A∗
i x
∗(t). (4)

考虑广义模糊Lyapunov函数

V (x, ξ) =
r∑

k=1

hk(ξ)x∗T(t)P (ξ)x∗(t). (5)

其中

P (ξ) =




r∑
k=1

hk(ξ)P1k 0

P2 P3


 ,

P1k > 0. 设P ∗
k =

[
P1k 0
P2 P3

]
,则有

V (x, ξ) = x∗T(t)E
r∑

k=1

hk(ξ)P ∗
k x∗(t) =

xT(t)
r∑

k=1

hk(ξ)P1kx(t).

利用广义Lyapunov函数(5)给出如下定理:

定定定理理理 1 如果存在常数ϕ1, ϕ2, · · · , ϕr使假设2
成立,且存在矩阵P1i(i = 1, 2, · · · , r), P2, P3使下面

的LMIs

P1i > 0, i = 1, 2, · · · , r,
Q1i +

r∑
k=1

ϕkP1k QT
2i

Q2i Q3


 < 0, i = 1, 2, · · · , r

成立,其中: Q1i = AT
i P2 + PT

2 Ai, Q2i = P1i−P2 +
PT

3 Ai, Q3 = −P3 − PT
3 那么模糊系统(2)是稳定的.

证证证 对式(5)给出的Lyapunov函数求导, 根据
式(4),假设2和P1i > 0可得

V̇ =
r∑

i=1

hi(ξ)x∗T(A∗T
i P (ξ)+PT(ξ)A∗

i +EṖ (ξ))x∗ =

r∑
i=1

hi(ξ)x∗T (A∗T
i P (ξ) +

PT(ξ)A∗
i + E

r∑
k=1

ḣk(ξ)P ∗
k )x∗ =

r∑
i=1

hi(ξ)x∗T


Q1i +

r∑
k=1

ḣk(ξ)P1k QT
2i

Q2i Q3


x∗ 6

r∑
i=1

hi(ξ)x∗T


Q1i +

r∑
k=1

ϕkP1k QT
2i

Q2i Q3


x∗ < 0,

系统(2)的稳定性得证. 证毕.
与式(3)中的模糊Lyapunov函数相比, 式(5)给出

的广义模糊Lyapunov函数引入了松弛变量P2和P3,
利用它来分析原T-S模糊系统的稳定性, 所得结
果LMI个数比引理1少, 更重要的是P1k与Ai没有相

乘的关系, 这样可以得到基于LMI的PDC控制器设
计方法.
在ḣi(ξ)满足如下假设的时候,可以将定理1进一

步化简.
假假假设设设 3 [11]

ḣk(ξ) 6 vkhk(ξ),

其中vk, k = 1, 2, · · · , r是常数.
定定定理理理 2 [11] 如果存在常数v1, v2, · · · , vr使假

设3成立, 且存在矩阵P1i, i = 1, 2, · · · , r,P2,P3使下

面的LMIs

P1i > 0, i = 1, 2, · · · , r,[
AT

i P2 + PT
2 Ai + viP1i QT

2i

Q2i Q3

]
< 0, i = 1, 2, · · · , r

成立, 其中Q2i, Q3与定理1中相同, 那么模糊系
统(2)是稳定的.
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3 模模模糊糊糊系系系统统统的的的控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design
of fuzzy systems)
以上给出了T-S模糊系统稳定性的判别条件, 下

面将讨论T-S模糊系统的镇定控制器设计方法. 考
虑PDC控制器

u(t) =
r∑

i=1

hi(ξ)Kix
∗(t),

其中: Ki = [K1i 0], K1i ∈ Rm×n. 因此

u(t) =
r∑

i=1

hi(ξ)K1ix(t). (6)

将控制器(6)代入系统(1)得闭环系统

ẋ(t) =
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(ξ)hj(ξ)(Ai + BiK1j)x(t). (7)

对应的广义模糊系统为

Eẋ∗(t) =
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(ξ)hj(ξ)G∗
ijx

∗(t), (8)

其中G∗
ij = A∗

i + B∗
i Kj . 对于闭环系统(7)的稳定性

给出如下定理:
定定定理理理 3 如果存在常数ϕ1, ϕ2, · · · , ϕr使假

设2成立, 且存在矩阵P1i(i = 1, 2, · · · , r), P2, P3满

足下面的不等式:



P1i > 0, i = 1, 2, · · · , r,
N1ij +

r∑
k=1

ϕkP1k NT
2ij

N2ij N3


 < 0,

i 6 j = 1, 2, · · · , r,

(9)

其中:

N1ij =
1
2
(GT

ijP2 + PT
2 Gij + GT

jiP2 + PT
2 Gji),

N2ij =
1
2
(P1i + PT

3 Gij + P1j + PT
3 Gji)− P2,

N3 = −P3 − PT
3 ,

那么模糊系统(7)是稳定的.
证证证 对式(5)给出的Lyapunov函数求导, 根据式

(8)和假设2可得

V̇ =
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(ξ)hj(ξ)x∗T ×

N1ij +

r∑
k=1

ḣk(ξ)P1k NT
2ij

N2ij N3


x∗ 6

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(ξ)hj(ξ)x∗T ×

N1ij +

r∑
k=1

ϕkP1k NT
2ij

N2ij N3


x∗ < 0,

闭环系统(7)的稳定性得证. 证毕.
下面给出基于LMI的PDC控制器设计方法.
定定定理理理 4 如果存在常数ϕ1, ϕ2, · · · , ϕr使假设2

成立, 且存在矩阵X1i,Mi, i = 1, 2, · · · , r, X2满足

下面的LMIs:

X1i > 0, i = 1, 2, · · · , r,[
Λ1ij ΛT

2ij

Λ2ij Λ3

]
< 0, i 6 j = 1, 2, · · · , r, (10)

其中:

Λ1ij =
1
2
(XT

2 AT
i +AiX2+MT

j BT
i +BiMj +XT

2 AT
j +

AjX2 + MT
i BT

j + BjMi) +
r∑

k=1

ϕkX1k,

Λ2ij =
1
2
(AiX2 + BiMj + XT

1i + AjX2 +

BjMi + XT
1j)−X2,

Λ3 = −X2 −XT
2 ,

那么模糊系统(7)是稳定的,且K1i = MiX
−1
2 .

证证证 对式(9)取P3 = P2,左右分别乘[
P−T

2 0
0 P−T

2

]
,

[
P−1

2 0
0 P−1

2

]
,

设X2 = P−1
2 , X1i = XT

2 P1iX2, Mi = K1iX2即可

得到式(10). 证毕.
在假设3成立的条件下,定理4可以简化为如下定

理:
定定定理理理 5 如果存在常数v1, v2, · · · , vr使假设3成

立, 且存在矩阵X1i,Mi, i = 1, 2, · · · , r, X2使下面

的LMIs

X1i > 0, i = 1, 2, · · · , r,[
Π1ij ΠT

2ij

Π2ij Π3

]
< 0, i 6 j = 1, 2, · · · , r

成立,其中

Π1ij =
1
2
(XT

2 AT
i + AiX2 + MT

j BT
i + BiMj + XT

2 AT
j +

AjX2 + MT
i BT

j + BjMi + viX1i + vjX1j),

Π2ij =
1
2
(AiX2 + BiMj + XT

1i + AjX2 +

BjMi + XT
1j)−X2,

Π3 = −X2 −XT
2 ,

那么模糊系统(7)是稳定的,且K1i = MiX
−1
2 .

下面, 考虑模糊系统隶属函数性质, 对定理4的
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条件进一步放松. 由于
r∑

i=1

hi(ξ) = 1,对其两边求导

得
r∑

i=1

ḣi(ξ) = 0.因此有ḣr(ξ) = −
r−1∑
i=1

ḣi(ξ).利用这

一性质,那么可以得到如下定理:
定定定理理理 6 如果存在常数ϕ1, ϕ2, · · · , ϕr−1使ḣk <

ϕk,k = 1, 2, · · · , r−1成立,且存在矩阵X1i,Mi, i =
1, 2, · · · , r和X2满足下面的LMIs:

X1r > 0,

X1r < X1k, k = 1, 2, · · · , r − 1, (11)[
Ω1ij ΩT

2ij

Ω2ij Ω3

]
< 0, i 6 j = 1, 2, · · · , r, (12)

其中:
Ω1ij =
1
2
(XT

2 AT
i + AiX2 + MT

j BT
i + BiMj + XT

2 AT
j +

AjX2 + MT
i BT

j + BjMi) +
r−1∑
k=1

ϕk(X1k −X1r),

Ω2ij =
1
2
(AiX2 + BiMj + XT

1i + AjX2 +

BjMi + XT
1j)−X2,

Ω3 = −X2 −XT
2 ,

那么模糊系统(7)是稳定的,且K1i = MiX
−1
2 .

证证证 对式(5)给出的Lyapunov函数求导, 并取
P3 = P2可得

V̇ =
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(ξ)hj(ξ)x∗T ×

N1ij +

r∑
k=1

ḣkP1k NT
2ij

N2ij N3


x∗,

其中N1ij , N2ij ,N3与定理3中相同.于是有

V̇ =
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(ξ)hj(ξ)x∗T ×

N1ij +

r−1∑
k=1

ḣk(ξ)(P1k − P1r) NT
2ij

N2ij N3


x∗.

由式(11)和式(12)可得
Ω1ij −

r−1∑
k=1

(ϕk − ḣk(ξ))(P1k − P1r) ΩT
2ij

Ω2ij Ω3


 < 0.

对上式左右分别乘[
X−T

2 0
0 X−T

2

]
,

[
X−1

2 0
0 X−1

2

]
,

并令P2 = X−1
2 , P1i = X−T

2 X1iX
−1
2 , Ki1 = MiX

−1
2

可得


N1ij +

r−1∑
k=1

ḣk(P1k − P1r) NT
2ij

N2ij N3


 < 0,

因此有V̇ (x, ξ) < 0.闭环系统的稳定性得证.
证毕.

在定理6中,有r +
r(r + 1)

2
个LMIs,而在文献[9]

的定理3中r + (r − 1)r(r + 1)个矩阵不等式,定理6
中LMIs的最大界数为2n,远小于文献[9]中的11n,因
此,计算量要小的多.
注注注 1 本文方法依赖于隶属函数导数, 所得结果仅

在ḣi(ξ)(i = 1, 2, · · · , r)存在的情况下有意义.

4 例例例子子子(Example)
在这部分,通过1个例子证明本文给出方法的有

效性. 考虑与文献[9]相同的例子:

ẋ(t) =
2∑

i=1

hi(x)(Aix(t) + Biu(t)).

其中:

A1 =

[
−5 − 4
−1 − 2

]
, A2 =

[
−2 − 4

20 − 2

]
,

B1 =

[
0
10

]
, B2 =

[
0
3

]
,

h1(x) =
1 + sin x1

2
, h2(x) =

1− sin x1

2
.

利用与文献[9]相同的方法可求得, 在|xi| 6 π

2
, i =

1, 2时, 有ϕ1 = 3.44, 根据定理6利用MATLAB工具
箱可解得

K11 =[1.9792 − 0.6368], K21 =[1.2856 − 1.3915].

将K11,K21代入原系统, 闭环系统在起始状态为
[0.5 − 1]T时的状态响应见图1.

图 1 闭环系统状态响应

Fig. 1 State response of the closed-loop system

用文献[9]中的定理3求解镇定控制器时需要
得到ḣ1,ḣ1的上界和下界, 并且, 需要求解8个阶数
为22的双线性矩阵不等式, 而在此只需要得到ḣ1的
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上界和求解5个阶数为4的LMIs. 因此, 无论是在方
法严格性上还是计算量的大小方面,定理6给出的方
法都是优于文献[9]中的定理3的.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文应用广义模糊Lyapunov方法研究了T-S模糊

系统的稳定性分析与镇定控制器设计问题.即克服
了单一Lyapunov函数方法保守性较大的缺点, 又解
决了模糊Lyapunov函数方法计算量较大和难以得
到LMI形式结果的问题. 最后的例子验证了方法的
优越性和有效性.
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