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摘要:针对具有控制输入不灵敏区及有界不确定性的非线性系统,研究其鲁棒跟踪问题.利用变结构控制方法和
自适应参数估计方法,在同时存在的参数、结构及干扰的不确定性和未知控制输入不灵敏区的情形下,提出了鲁棒
控制律设计方法,并提出克服控制信号抖动的改进算法. 所提出的控制律可以保证闭环系统的一致终结有界,并且
算法比较简单,便于实现. 用数字仿真方法验证了所得控制律设计方法的有效性.
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Robust tracking control of nonlinear systems with dead-zones and
norm-bounded uncertainties
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Abstract: The robust tracking control problem for a class of nonlinear systems with unknown dead-zones and norm-
bounded uncertainties is studied in this paper. Firstly, the robustness against structural and parametrical uncertainties,
unknown disturbances and unknown dead-zones are considered. The adaptive variable structure controller is then proposed
based on adaptive control method and variable structure control approach. The improved control law is given to avoid the
chattering, and ensure that the closed system is ultimately asymptotically bounded. Finally, simulation results confirm that
the performance is satisfactory.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来, 非线性系统的鲁棒控制问题引起了

众多学者的研究兴趣, 并已取得许多研究成果.
如文献[1,2]中, 利用耗散系统理论, 通过Hamilton-
Jacobi方程来描述H∞控制, 取得了很大的成功. 利
用反馈线性化方法[3], 通过非奇异状态变换和控制
输入变换将非线性系统精确线性化来处理非线性系

统也比较成功. 然而,在实际系统中,系统模型不可
避免地存在不确定性和控制输入的未知不灵敏区.
因此,对于一般的非线性系统,研究一种对系统的不
确定性和输入不灵敏区具有鲁棒性的控制方法是一

个很重要的课题.
不灵敏区(死区)是常规的非线性特性,它一般包

含在控制机构中,位于控制系统的输入端. 在线性系
统中,不灵敏区将会导致无法消除的稳态误差,并降
低系统的动态品质[4]. 在实际系统中,不灵敏区特性
参数是不易精确测定的, 并且可能是时变的. 为了

解决这一问题, TAO G等采用控制器之后串接不灵
敏区估计逆模型的方法, 为线性系统设计了不灵敏
区逆函数自适应控制[5,6],这种控制律的结构十分复
杂, 并且较难推广到非线性系统.事实上, 控制输入
端所含有的不灵敏区会导致系统控制输入增益的改

变和有界匹配不确定性的引入, 对此可以利用变结
构控制方法来解决.
当非线性系统分别存在参数不确定性和结构不

确定性时, 较好的方法是分别用自适应控制和变结
构控制来进行处理. 为此,本文将进一步考虑一类同
时具有未知控制输入不灵敏区和不确定参数、结构

及干扰的非线性系统,结合自适应方法和变结构控
制方法,设计其鲁棒跟踪控制器,保证闭环系统的一
致终结有界,达到提高控制精度及控制品质的目的.
2 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem statement)
考虑含有控制输入不灵敏区和有界不确定性的

二阶非线性系统:
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ẍ(t) +
p∑

i=1

aifi(x(t), ẋ(t)) = bu(t) + d(t),

u(t)=D(ν(t))=




m(ν(t)−br), ν(t)>br >0,

0, bl <ν(t)<br,

m(ν(t)−bl), ν(t)6bl <0.

(1)

其中: x(t)为所关注的输出,假设ẋ(t)可测量. u(t)是
不可测的不灵敏区输出标量, ν(t)为不灵敏区输入
量标量; fi(x(t), ẋ(t))为非线性函数; ai, b为未知常

数, 且b 的符号已知, 不妨设b > 0; d(t)为系统所受
到的未知外部干扰. 对上述非线性系统引入如下
假设:
假假假设设设 1 函数fi = fi(x(t), ẋ(t))为非线性函数,

且不严格知道,仅知道它的估计f̂i = f̂i(x(t), ẋ(t)).
假设关于fi(x(t), ẋ(t))的估计误差以某个已知函
数Fi = Fi(x(t), ẋ(t))为界,即

| f̂i − fi |6 Fi.

假假假设设设 2 不灵敏区的参数m, br, bl均有界,且为
常数或慢时变参数,并且已知m > 0, br > 0, bl < 0,
但是其数值未知.
假假假设设设 3 参数ai是有界的, 即存在正常数θi, 使

得|ai| < θi,但是ai数值未知.
假假假设设设 4 参数mb的下界已知, 即存在正常数β,

使得mb > β,但是其数值未知.
假假假设设设 5 存在未知常数D,使得|d(t)| 6 D.

于是根据假设1∼5,系统(1)可以描述为



ẍ(t)+
p∑

i=1

aifi(x(t), ẋ(t))=bmν(t)+d(t)+d0(t),

d0(t) =





− bmbr, ν(t) > br > 0,

− bmν(t), bl < ν(t) < br,

− bmbl, ν(t) 6 bl < 0.

(2)

显然|d0(t)| 6 max(bmbr,−bmbl) = D0. 因此, 系
统(1)等效于下列系统:




ẍ(t) +
p∑

i=1

aifi(x(t), ẋ(t)) = b1ν(t) + d1(t),

b1 = mb,

d1(t) = d(t) + d0(t),

|d1(t)| 6 D0 + D = D1.

(3)

本文的控制任务是: 利用自适应参数估计和变
结构控制器相结合的设计方法,选择合适的控制律
ν(t), 使得在同时存在参数不确定性和非参数不确
定性及输入不灵敏区的情形下,系统(1)的输出能够
跟踪期望的输出.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
令: 跟踪误差为x̃ = x − xd. 定义一个时变的含

有积分项的切换函数

s = s(x, t) = ˙̃x + 2λx̃ + λ2
w t

0
x̃dt, (4)

其中λ为一个严格正常数.令: H = −ẍd+2λ ˙̃x+λ2x̃,
根据系统(1)的等效系统(3),可以得到

ṡ(x, t) = b1ν + d1 −
p∑

i=1

aifi + H,

所以能实现ṡ(x, t) = −k0s, k0 > 0的连续控制律为

ν = b−1
1 [

p∑
i=1

aifi − d1 −H − k0s].

于是,结合自适应控制方法和变结构控制方法,有如
下定理:
定定定理理理 1 对于满足假设1 ∼ 5的具有不灵敏区

和参数、结构、扰动不确定性的非线性系统(1),引入
切换函数(4),如果构造如下自适应变结构控制律:




ν(t) =
p∑

i=1

(α̂if̂i − kisgn s)− b̂−1
1 H−

ρ̂sgn s− k0s,

˙̂ai = −f̂is,
˙̂
b−1
1 = Hs, ˙̂ρ = q(−σρ̂ + |s|),

ki =
1
β

(θiFi + η),

(5)

其中: σ > 0, q > 0, η > 0, k0 > 0为任意正数. α̂i为

αi = b−1
1 ai 的估计值; b̂−1

1 为b−1
1 的估计值; ρ̂为ρ =

b−1
1 D1的估计.
那么,闭环系统(1)(5)的跟踪误差x̃是一致终结有

界的.
证证证 定义如下的Lyapunov函数:

V =
1
2
[s2 +

p∑
i=1

b1(α̂i − αi)2 + b1(b̂−1
1 − b−1

1 )2 +

q−1b1(ρ̂− ρ)2].

因为系统(1)等效于系统(3), 所以可根据闭环系
统(3)(5)来分析闭环系统(1)(5)的稳定性,可以得出

V̇ =

sṡ +
p∑

i=1

(b1α̂i − ai) ˙̂αi + (b1b̂
−1
1 − 1)˙̂b−1

1 +

q−1(b1ρ̂−D1) ˙̂ρ =

−b1k0s
2 +

p∑
i=1

(b1α̂if̂i − aifi)s− b1

p∑
i=1

ki|s|+

(1− b1b̂
−1
1 )Hs + d1(t)s +

p∑
i=1

(b1âi − ai) ˙̂αi −

b1ρ̂|s|+ (b1b̂
−1
1 − 1)˙̂b−1

1 + q−1(b1ρ̂−D1) ˙̂ρ 6

−b1k0s
2 +

p∑
i=1

θiFi|s|+ (D1 − b1ρ̂)|s|−
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b1

p∑
i=1

ki|s|+ q−1(b1ρ̂−D1) ˙̂ρ 6

−b1k0s
2 − pη|s|+ (D1 − b1ρ̂)σρ̂ 6

−b1k0s
2−pη|s|− 1

2
σb−1

1 (D1−b1ρ̂)2+
1
2
b−1
1 σD2

1.

根据文献[7]中关于一致终结有界的定义及判
断方法, 可以得出s是一致终结有界的, 进一步根据
式(4),可以得出x̃(t)也是一致终结有界的.
定理1中所给出的控制律中,存在符号函数,不易

实现且容易引起控制信号的抖动.为此需要用符号
函数的近似函数来得到相应的近似控制律.定理2给
出了使闭环系统具有一致终结有界性能的近似控

制律.
定定定理理理 2 对于满足假设1∼5的具有不灵敏区和

参数、结构、扰动不确定性的非线性系统(1),引入切
换函数(4),如果构造如下自适应变结构控制律:



ν(t)=
p∑

i=1

[α̂if̂i−kich(s)]−b̂−1
1 H−ρ̂ch(s)−k0s,

˙̂αi = −f̂is,
˙̂
b−1
1 = Hs, ˙̂ρ = q(−σρ̂ + sch(s)),

ki =
1
β

(θiFi + η),

ch(s) =





1− e(−µs)

1 + e(µs)
, µ > 0, |s| < ξ,

sgn s, |s| > ξ > 0,

(6)

其中: σ > 0, q > 0, η > 0, k0 > 0为任意正数, α̂i为

αi = b−1
1 ai的估计值, b̂−1

1 为b−1
1 的估计值, ρ̂为ρ =

D1的估计.
那么,闭环系统(1)(5)的跟踪误差x̃是一致终结有

界的.
证证证 可以按照定理1同样的证明方法来证明定

理2.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation example)
考虑如下具有不灵敏区的有界不确定性非线性

系统:

ẍ + a1δ(t)ẋ + a2k(t)x2 = bD(ν(t)) + d(t).

其中: 不灵敏区的参数实际值m = 1, br = 1.3, bl =
−1.4未知, 但知道m > 0.5, br > 0, bl < 0. 系统

模型中的实际参数a1 = 1, a2 = 10, b = 2未知但
知道其界限,分别为θ1 = 3, θ2 = 14, β = 1. 式
中δ(t) = 1.3, k(t) = 2.6 未知但知道其满足1 6
δ(t) 6 2, 2 6 k(t) 6 3, 因而可以取: f̂1 = 1.5ẋ,

F1 = 0.5|ẋ|, f̂2 = 2.5x2, F2 = 0.5x2. 扰动d(t) =
2 sin(2t)未知但知道其界限D = 2. 期望轨迹为:

xd = sin
t

2
, 系统初值为: x(0) = 1, ẋ(0) = 0.2.选

取λ = 2, η = 0, k0 = 0.1, µ = 10,闭环系统的仿真

结果如图1所示,参数估计结果如图2所示. 仿真结果
表明, 非线性系统在同时存在控制输入不灵敏区和
参数、结构不确定性时, 采用由定理1,2给出的控制
方法,能够实现非线性系统的输出渐近跟踪. 改进的
控制算法可以避免控制信号的抖动,保证跟踪误差
的一致终结有界.

图 1 闭环系统仿真结果

Fig. 1 Simulation results of the closed-loop system
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图 2 参数估计结果

Fig. 2 Results of the parameter estimation

5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对具有不灵敏区的有界不确定非线性系

统,利用自适应控制方法和变结构控制方法,在不灵
敏区和不确定性满足文中假设1∼5的条件下, 提出
了保证非线性系统输出跟踪误差一致终结有界的输

出跟踪鲁棒控制器. 由于上述条件在实际系统中较
容易满足,因此本文所提出的设计方法能得到较广
泛的应用.
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