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摘要:本文针对参数具有不确定性的磁浮列车单模块悬浮系统,利用线性矩阵不等式(LMI)方法，设计了对执行
器失效具有完整性的容错控制器. 同时考虑到工程实际的需要,引入权重概念对控制律进行修改,并利用数值方法
对新控制律作用下闭环系统的稳定性进行验证. 对不同执行器故障模式下悬浮间隙的变化进行了仿真分析,结果
表明该方法对闭环系统的参数不确定性具有鲁棒性,对部分执行器失效具有容错能力.
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Fault tolerant control on single suspension module of maglev train with
electromagnet failure
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Abstract: A fault-tolerant controller is designed based on linear matrix inequality approach for single suspension mod-
ule of Maglev train with parameters uncertainty and electromagnet failures. The conception of weight is adopted to modify
the control law for the actual project requirements, and the stability of the close-loop system is then verified. The gap
variation with different actuator failures is also simulated. The conclusions show that the close-loop system can adapt the
parameters’ uncertainty and some actuator failures.
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1 引引引言言言(Introduction)
目前容错控制理论主要应用于航空航天、核工

业和化学工业等一些原则上不许失败的领域.考虑
到磁浮列车运行时对系统的安全性、可靠性要求高,
因此将容错控制理论成果应用到磁浮技术领域是

完全必要且必须的. 电磁型磁浮列车[1]的核心问题

是悬浮控制问题, 悬浮控制系统[2]除了对承载变化

和外部扰动具有较好的适应能力外, 对系统的传感
器、执行器或者其他重要部件的故障也应具备容错

能力. 目前悬浮控制系统的可靠性研究主要停留在
硬件冗余的层面上, 这不仅提高了控制系统的硬件
成本,也使得实时检测和实时动态协调复杂化.
在文献[3∼ 6]的基础上,本文将基于LMI的容错

控制理论应用到伴有有界参数摄动的不确定磁浮列

车的单模块悬浮系统.针对执行器可能失效的情况,
结合工程实际的控制模式, 对直接采用LMI方法设
计的容错控制器进行了改进, 从数值的角度证明改

进控制器的可行性, 从仿真角度对改进的容错控制
器进行了验证.

2 单单单模模模块块块悬悬悬浮浮浮系系系统统统建建建模模模(Modeling of the sin-
gle suspension module)
CMS-3磁浮列车由4个转向架组成, 每个转向架

包括左右两个电磁铁模块. 单个悬浮模块分布有4个
电磁铁,其中电磁铁和斩波器一一对应,由两个控制
器独立控制.本文以两点支撑的单个电磁铁模块为
研究对象进行理论和仿真分析.
针对图1所示的单模块悬浮系统, 假定: 1) 忽略

绕组漏磁通; 2)忽略磁铁芯和导轨中的磁阻,即认为
磁势均匀降在气隙上.
设N为电磁铁绕组匝数, A为铁芯极面积, i(t)为

线圈电流, v(t)为控制线圈两端电压, 4a为转向架的

长度, MC为车厢在单悬浮模块的等效质量, MB为

转向架在单悬浮模块的等效质量, zi(t), ci(t), hi(t),
yi(t)(i = 1, 2)分别表示绝对参考平面到电磁
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铁1,4的位移、电磁铁1,4的悬浮间隙、绝对参考平
面到轨道的位移及绝对参考平面到车厢前后的

距离. x10, x20分别为平衡时左右弹簧的静态长

度, k, c分别为弹簧的弹性系数和阻尼器的阻尼系

数, α为斩波器的增益, F1, F2, F3, F4分别为从左至

右4个电磁铁在竖直方向产生的磁力, F5, F6, F7, F8

分别为从左至右4个弹簧的弹力与阻尼器的阻尼力
的合力,则单模块系统动力学模型:

1) 对于系统的平动, 转向架、车厢在竖直方
向(以竖直向下方向为正)的动态方程为

1
2
MB(z̈1 + z̈2) =

−F1(i1, c1)−F2(i2,
2c1+c2

3
)−F3(i3,

c1+2c2

3
)−

F4(i4, c2) + MBg + MCg − k[z1(t)− y1(t)−
x10]− c[ż1(t)− ẏ1(t)] + ḟd(t)− k[z2(t)−
y2(t)− x20]− c[ż2(t)− ẏ2(t)], (1)
1
2
MC(ÿ1 + ÿ2) =

k[z1(t)−y1(t)−x10]+c[ż1(t)−ẏ1(t)]+k[z2(t)−
y2(t)− x20] + c[ż2(t)− ẏ2(t)] + f̈d(t). (2)

图 1 磁浮列车单模块悬浮控制结构框图

Fig. 1 Block diagram of single suspension

module control system

2) 对于系统的转动,转向架、车厢相对质心动点
的动量矩(以逆时针方向为正)方程为

8
9
MB(z̈1 − z̈2) =

(F3−F2)+3(F4−F1)+3(F5+F6−F7−F8), (3)
8
9
MC(ÿ1 − ÿ2) = 3(F7 + F8 − F5 − F6). (4)

3) 对于电压关系,有

vm(t) ≈ Rmim(t) +
µ0Nm

2Ami̇m(t)
2am(t)

−

µ0Nm
2Amim(t)ȧm(t)
2[am(t)]2

. (5)

其中: a1 = c1, a2 =
2c1 + c2

3
, a3 =

c1 + 2c2

3
, a4 =

c2, m = 1, 2, 3, 4.
4) 在系统静态平衡时,有力学方程

MBg+MCg = F1(i10, a10)+F2(i20, a20)+

F3(i30, a30)+F4(i40, a40). (6)

其中: Fm(im0, am0) =
µ0N

2A

4
[
im0

am0

]2 (m = 1, 2,

3, 4).

5) 各距离之间的相互关系(为简化问题,暂时忽
略轨道的不平顺,即 h(t) = h0为常数):

zi(t) = ci(t) + hi(t) = ci(t) + hi0. (7)

其中: zi0 = ci0 + hi0, żi(t) = ċi(t), z̈i(t) =
c̈i(t) (i = 1, 2).
取x1 = c1, x2 = c2, x3 = ċ1, x4 = ċ2, x5 = i1,

x6 = i2, x7 = i3, x8 = i4, u1 = v1, u2 = v2,

u3 = v3, u4 = v4, U =
[
u1 u2 u3 u4

]T

, 如忽略二
次系和外界对转向架的动态干扰力,在系统平衡点
对式(1)∼(7)线性化,得到单模块悬浮系统的状态空
间方程为

Ẋ = AX + BU. (8)

其中:

A =


0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

t1 t2 0 0 − 43ki1

16MB
− 25ki2

16MB
− 7ki3

16MB

11ki4

16MB

t3 t4 0 0
11ki1

16MB
− 7ki2

16MB
− 25ki3

16MB
− 43ki4

16MB

0 0
ki1

L01
0 − R

L01
0 0 0

0 0
2ki2

3L02

ki2

3L02
0 − R

L02
0 0

0 0
ki3

3L03

2ki3

3L03
0 0 − R

L03
0

0 0 0
ki4

L04
0 0 0 − R

L04




,

B =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1

L01

0 0 0

0
1

L02

0 0

0 0
1

L03

0

0 0 0
1

L04




,
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t1 =
1

16MB

(43kz1 +
50kz2

3
+

7kz3

3
),

t2 =
1

16MB

(
25kz2

3
+

14kz3

3
− 11kz4),

t3 =
1

16MB

(−11kz1 +
14kz2

3
+

25kz3

3
),

t4 =
1

16MB

(
7kz2

3
+

50kz3

3
+ 43kz4),

L0m =
µ0N

2A

2am

, kim =
µ0N

2Aim0

2am
2

,

kzm =
µ0N

2Aim0
2

2am
3

(m = 1, 2, 3, 4).

该系统是一个MIMO开环不稳定系统, 同时有4
个电磁铁工作,因此可以充分利用电磁铁的冗余性
进行电磁铁或斩波器故障问题的容错控制分析.

3 基基基于于于LMI方方方法法法的的的容容容错错错控控控制制制器器器设设设计计计(FTC
design based on LMI)

3.1 容容容错错错控控控制制制设设设计计计方方方法法法分分分析析析(Theoretical analysis
of FTC method)
由于建模误差、线性近似等因素的影响, 单模

块悬浮系统模型存在一定程度的不确定性. 假设
∆A为系统矩阵A的摄动阵, 表示系统模型参数误
差, 则考虑不确定性的单模块悬浮系统的状态空间
可描述为

Ẋ(t) = (A + ∆A(t))X(t) + BU(t). (9)

其中: ∆A是未知且有界的定常矩阵, 同时可以表
示为如下的范数有界形式∆A = DE(t)F , 其中
D, F为已知的定常矩阵, E为未知的定常阵且满

足ETE 6 1 .
在单模块的磁浮列车悬浮系统中,斩波器、电磁

铁等失效是执行器故障的主要来源[7]. 引入开关矩
阵 L = diag{l1, l2, l3, l4}表示执行器的可能失效,
其中, 当执行器 i正常时, li = 1; 当执行器i完全失

效时, li = 0. 因此该悬浮模块共有16种故障模式,
对任意的故障模式L均有L ∈ Ω, Ω表示对角元素

为1和0的各种组合的对角矩阵的集合.

在执行器故障情况下若取状态反馈控制律为:
U(t) = L(R(t) − αKX(t)), α表示斩波器增益,则
闭环系统为

Ẋ(t)=(A−αBLK+DE(t)F )X(t)+BLR(t).

(10)

假设闭环方程(10)在平衡状态Xe是渐近稳定的,
由Lyapunov稳定性理论可得

Ẋe(t) = (A− αBLK + DE(t)F )Xe(t) +

BLR(t) = 0. (11)

将方程 (10)和 (11)联立, 得到闭环系统 (10)的
Lyapunov稳定性等价形式:

ẋ = (A− αBLK + DE(t)F )x. (12)

其中x = X(t)−Xe(t).
由文献[8], 若对于所有的 E:ETE 6 1, 存在正

定对称矩阵 P使得

P (A− αBLK + DEF )T +

(A− αBLK + DEF )P < 0 (13)

成立,则闭环系统(12)是二次稳定的.
根据文献[9]所述的二次稳定与渐近稳定关系可

知,式(13)成立时,系统(12)为渐近稳定,从而该系统
对执行器失效具有完整性.
要使式(13)成立, 当且仅当存在标量ε > 0 使得

下式成立:

P (A− αBLK)T + (A− αBLK)P +

εDDT + ε−1(FP )T(FP ) < 0, (14)

从而得到系统相应的LMI描述为[
M (FP )T

FP −εI

]
< 0. (15)

其中

M = PAT + AP − αPKTLBT −
αBLKP + εDDT.

如果上式对于任意矩阵L∈Ω均存在正定解P >

0, ε > 0,则闭环系统对于执行器失效具有完整性的
容错能力.
综上所述,单模块悬浮系统的容错控制器设计问

题等价于LMI方程(15)的解 {K, P}的存在问题.
3.2 控控控制制制器器器参参参数数数的的的改改改进进进及及及稳稳稳定定定性性性验验验证证证(Controller

parameters improvement and stability verifica-
tion)
根据式(15), 结合单模块的实际参数, 求得一组

可行解K. 记反馈矩阵的前4列各行向量为k1, k2, k3,

k4,分别表示4个电磁铁对于悬浮间隙和速度的反馈
系数(不包含电流反馈系数).
实际控制系统中,图1所示,每个控制器同时控制

两个斩波器,即 u1 = u2, u3 = u4,这样1,2电磁铁对
和3,4电磁铁对的控制参数应是相同的,因此实际控
制中不能采用前面直接得到的控制矩阵K, 而必须
进行适当调整. 由于4点悬浮的单模块悬浮系统除了
力的平衡外最主要的就是力矩的平衡, 而每个电磁
铁产生的电磁力大小、方向相同, 因此力臂的大小
决定了每个电磁铁产生的力矩大小. 这里以单悬浮
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模块的质心作为支点, 将每个电磁力作用点到支点
的距离与转向架长度的比值作为权重, 整合得到新
的关于悬浮间隙和速度的控制矩阵: k1

′, k2
′, k3

′, k4
′,

即k1
′ = k2

′ =
2k1 + k2

3
, k3

′ = k4
′ =

k3 + 2k4

3
.

下面证明在新的控制律作用下,闭环系统对执行
器失效仍然具有完整性.

CMS-3型磁浮列车单模块悬浮系统的具体物理
参数为

MB = 1000 kg, MC = 2000 kg, A = 0.021m2,

N = 324, α = 320, µ0 = 4π × 10−7,

R = 0.5Ω, i10 = i20 = i30 = i40 = 26 A,

kc1 = kc2 = kc3 = kc4 = 0.12,

a10 = a20 = a30 = a40 = 0.008m,

代入线性化矩阵(8),得到特征矩阵A及B:
A =


0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

7086.6 228.6 0 0 −1.51−0.88−0.25 0.39

228.6 7086.6 0 0 0.39 −0.25−0.88−1.51

0 0 3250 0 −2.89 0 0 0

0 0 2166 1083 0 −2.89 0 0

0 0 1083 2166 0 0 −2.89 0

0 0 0 3250 0 0 0 −2.89




,

B =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
5.78 0 0 0
0 5.78 0 0
0 0 5.78 0
0 0 0 5.78




.

考虑到悬浮间隙的最大变化范围为±1 mm,则有
界摄动矩阵为∆A:

∆A =


0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

−0.76 0.34 0 0 −0.02−0.01−0.01 0.01

0.34 −0.76 0 0 0.01−0.01−0.01−0.02

0 0 0.01 0 0.04 0 0 0

0 0 0.05 0.03 0 0.04 0 0

0 0 0.03 0.05 0 0 0.04 0

0 0 0 0.08 0 0 0 0.04




.

针对具体的单模块磁浮系统, 取D = F = I ,
ε = 0.0000115,对式(15)的LMI方程进行求解,得到
相应的控制律K:

K =



−3742 1883.1 −86 −11 0.12 0 0 0
−1867.8 8.3 −61 −36 0 0.12 0 0

8.3 −1867.8 −36 −61 0 0 0.12 0
1883.1 −3742 −11 −86 0 0 0 0.12


.

根据前面引入的权重概念,对控制策略进行修改
得到修正后的控制律K ′为

K ′ =

−3117.3 1258.2−77.6−19.3 0.12 0 0 0
−3117.3 1258.2−77.6−19.3 0 0.12 0 0

1258.2−3117.3−19.3−77.6 0 0 0.12 0
1258.2−3117.3−19.3−77.6 0 0 0 0.12


.

经验证,执行器故障模式为L1 =diag{0, 1, 1, 1},
L2 = diag{1, 0, 1, 1}, L3 = diag{0, 1, 1, 0}, L4 =
diag{1, 0, 0, 1}, L5 = diag{1, 0, 1, 0}时, 在控制律
U(t) = L(R(t) − αK ′X(t))作用下,不确定闭环系
统的系统矩阵 A + ∆A−αBLK ′是负定的,因而该
控制律能保证执行器故障情况下闭环系统稳定.

4 系系系统统统仿仿仿真真真及及及其其其结结结果果果(Simulation analysis)
结合3.2节的具体参数, 对直接由LMI方法求解

得到的控制参数进行仿真, 得到如图2和图3所示的
仿真曲线.

图 2 原参数下的阶跃响应图(间隙1)
Fig. 2 Step response under old parameters(gap 1)

图 3 各故障下阶跃响应图(间隙1)
Fig. 3 Step response under various fault(gap 1)

由图2,3可知, 依据LMI原理所设计的控制器对
磁悬浮系统的执行器故障具有较强的容错能力. 由
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于单悬浮模块的对称性, 1和4, 2和3, (1.3)和(2.4)是
对称的故障对. 1号故障和1,3号故障所对应的悬浮
间隙在阶跃输入情况下超调量大,调节时间长,动态
响应效果差；对阶跃响应峰值的比较,说明1,3号故
障对于乘坐的舒适性影响较大.
对依权重概念得到的控制律K ′进行仿真, 具体

的仿真曲线如图4和图5所示.
从图4、图5可以看出:改进后的控制参数同样能

够确保悬浮系统在电磁铁局部故障下实现稳定, 同
时降低了系统的超调量, 提高了乘坐的舒适度. 由
图5可知,由于修改后1和2, 3和4的控制参数一致,所
以(1.4)故障和(2.3)故障情况下的悬浮间隙变化情况
一致; 1号电磁铁故障和(1.3)电磁铁对故障对系统影
响较大.

图 4 参数修改后的系统阶跃响应图(间隙1)

Fig. 4 Step response under new parameters(gap 1)

图 5 各故障下阶跃响应图(间隙1)

Fig. 5 Step response under various fault (gap 1)

5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对单模块磁浮列车悬浮系统的容错控制

问题,采用线性矩阵不等式的方法,设计了容错控制
器. 结合工程实际控制情况,利用力矩平衡的概念得
到了权重值,并以此对控制律进行了适当的修改,同
时结合具体的仿真结果得到如下结论:

1) 基于LMI方法所设计的容错控制器对于单模
块磁浮列车悬浮系统的部分电磁铁故障具备容错能

力.
2) 单模块悬浮结构的对称性使得所设计的控制

器的控制参数也有很好的对称性, 这充分说明可利
用系统物理结构固有的冗余性设计所需要的容错控

制器.
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