
第 25卷第 2期
2008年 4月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 25 No. 2
Apr. 2008

基基基于于于支支支持持持向向向量量量机机机的的的非非非线线线性性性离离离散散散动动动力力力学学学系系系统统统控控控制制制

刘 丁, 刘 涵

(西安理工大学自动化与信息工程学院,陕西西安 710048)

摘要:提出了一种用支持向量机辨识系统状态空间模型的非线性离散动力学系统控制新方法. 在本方法中,采用
最小二乘支持向量机在每一个工作点辨识非线性系统的局部最优线性化模型. 针对该模型,采用常规的线性控制
方法在每个工作点设计局部线性控制器,并在整个控制任务的每个工作点重复此设计过程.用该方法对两个典型的
非线性离散系统采用极点配置技术进行了仿真验证,结果显示系统对参考输入具有满意的跟踪性能,证明该方法是
有效和可行的.
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Abstract: A new approach to control a nonlinear discrete dynamic system based on support vector machines (SVM)
is proposed in this paper, which depends on the identification of a state space model by SVM. Firstly, a local optimal
linearization model is identified at every operating point by least squares support vector machines (LS-SVM), which belongs
to the least squares version of SVM. For a linearization model, any linear controller design technique can be applied to
design local linear controller at the operating point, and design procedure is repeated at every operating point in the control
task. The proposed approach is applied to two typical examples. Pole placement technique is chosen as the linear design
technique. Finally, simulation results show that the system has satisfactory tracking performance with reference input
because of the desirable ability of SVM.
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1 引引引言言言(Introduction)
非线性系统控制的难点之一是非线性系统的多

样性和复杂性使其缺乏通用性强的模型, 而神经
网络具有逼近非线性函数的能力. 20世纪80年代
末、90年代初,有关神经网络对于任意非线性函数逼
近能力的研究取得了重要进展[1], 神经网络应用于
非线性系统的控制也成为当今自动控制领域的研究

热点之一[2,3]. 实际中的非线性系统一般都具有数学
模型难以建立、扰动有界但未知、只有控制对象的

输入/输出数据、采用常规的控制理论一般难以奏效
等特点, 基于数据的神经网络方法则为非线性系统
的控制问题提供了解决途径. 但是在神经网络控制
中, 神经网络的逼近误差对神经网络自适应控制的
性能影响较大, 这与具体的神经网络结构有关、与
神经网络的参数选取有关[4] .

统计学习理论(statistical learning theory, SLT)是
由Vapnik建立的一种专门研究小样本下机器学习规
律的理论[5,6], 支持向量机(support vector machines,
SVM)是在这一理论基础上发展起来的一种新的分
类和回归工具. 支持向量机通过结构风险最小化原
理来提高泛化能力, 将求解最优分类面问题转化为
求解凸二次规划问题, 较好的解决了小样本、非线
性、高维数、局部极小点等实际问题,克服了神经网
络结构和参数难以选择、易陷入局部极值、过拟合

等缺陷,已经被成功应用于模式识别和系统控制领
域[7∼9]. 本文提出了一种基于支持向量机的非线性
离散系统控制新方法. 用支持向量机回归的方法辨
识非线性离散系统的状态空间模型, 在每一个工作
点,对支持向量机回归模型进行线性化,依此设计线
性控制器并控制系统到下一个工作点, 在新的工作
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点上重复上述的设计过程, 最终完成对系统的有效
控制.这种方法不需要非线性系统的精确模型,只需
要系统的输入/输出数据;基于支持向量机回归的线
性化方法计算量小,每一步只需更新拉格朗日乘子;
同时在每个工作点, 传统的状态空间线性控制技术
都可以用来设计控制器. 最后对两个非线性离散动
力学系统的仿真研究验证了该方法的有效性.
2 非非非线线线性性性系系系统统统的的的局局局部部部线线线性性性化化化状状状态态态空空空间间间

模模模型型型(Local linearization model of nonlinear
system)
考虑如下非线性离散动力学系统:{

x(k + 1) = W(x(k), u(k)),

y(k + 1) = V(x(k), u(k)).
(1)

其中: W : Rn+m → Rn和V : Rn+m → Rp为非线

性函数, x ∈ Rn,u ∈ Rm和y ∈ Rp分别为系统的状

态、控制量和输出. 在任一工作点式(1)可以写成等
价的线性模型的形式:{

x(k + 1) = Akx(k) + Bku(k),

y(k + 1) = Ckx(k) + Dku(k).
(2)

其中Ak,Bk,Ck和Dk分别为适当维数的矩阵, 由
式(1)和(2),则在工作点(xk, uk)处满足{

W(xk, uk) = Akxk + Bkuk,

V(xk, uk) = Ckxk + Dkuk.
(3)

其中(xk, uk) = (x(k), u(k)). 那么在工作点(xk, uk)
的邻域,有下面的等式成立:

W(x, u) ≈ Akx(k) + Bku(k), (4)

V(x, u) ≈ Ckx(k) + Dku(k). (5)

为了获得非线性系统(1)在工作点处的线性化
模型, 必须估计系数矩阵Ak、Bk、Ck和Dk的值. 函
数W(x, u)在工作点(xk, uk)附近可以用泰勒级数近
似展开为

W(x, u) ≈ W(xk, uk) +∇xk
W(xk, uk)[x− xk] +

∇uk
W(xk, uk)[u− uk]. (6)

其中∇xk
W和∇uk

W分别为W(x, u)对向量xk和uk的

梯度: 


∇xk

W(xk, uk) =
∂W(x, u)

∂x
|x=xk

,

∇uk
W(xk, uk) =

∂W(x, u)
∂u

|u=uk
.

(7)

由式(4)和(6)可得

W(xk, uk) +∇xk
W(xk, uk)[x− xk] +

∇uk
W(xk, uk)[u− uk] ≈ Akx + Bku. (8)

将式(3)代入式(8)

∇xk
W(xk, uk)[x−xk]+∇uk

W(xk, uk)[u−uk]≈
Ak[x− xk] + Bk[u− uk]. (9)

为了使式(9)成立,则必须满足

∇xk
W(xk, uk) ≈ Ak. (10)

∇uk
W(xk, uk) ≈ Bk. (11)

定义wj为W的第j行, akj和bkj分别为系数矩阵

Ak和Bk的第j行, 16j 6n ,则式(10)(11)可分别写为

∇xk
wj(xk, uk) ≈ ak, (12)

∇uk
wj(xk, uk) ≈ bk. (13)

构造下面的目标函数:

J =
1
2
‖ ∇xk

wj(xk, uk)− ak ‖2 +

1
2
‖ ∇uk

wj(xk, uk)− bk ‖2 . (14)

当在等式(3)约束下

wj(xk, uk) = aT
kjxk + bT

kjuk. (15)

最小化目标函数J即可获得系统的最优的局部

线性化模型. 根据拉格朗日乘子法,重新构造目标函
数

Ja =
1
2
‖ ∇xk

wj(xk, uk)− ak ‖2 +

1
2
‖ ∇uk

wj(xk, uk)− bk ‖2 +

λ[wj(xk, uk)− aT
kjxk − bT

kjuk]. (16)

其中λ为拉格朗日乘子, 分别求取Ja对λ,aT
kj和bT

kj

的梯度,并使其等于0:

∇aT
kj

Ja = aT
kj −∇xk

wj(xk, uk)− λxk, (17)

∇bT
kj

Ja = bT
kj −∇uk

wj(xk, uk)− λuk, (18)

∇λJa = wj(xk, uk)− aT
kjxk − bT

kjuk. (19)

从式(17)(18)解出aT
kj和bT

kj并代入式(19),可解得

λ =
wj(xk, uk)−∇xk

wj(xk, uk)xk −∇uk
wj(xk, uk)uk

xT
k xk + uT

k uk

.

(20)

将式(20)代入式(18)和(19),可计算出局部线性化
模型的系数矩阵Ak,Bk的行:

aT
kj = λxk +∇xk

wj(xk, uk), (21)

bT
kj = λuk +∇uk

wj(xk, uk). (22)

同理, 式(1)输出方程中的系数矩阵Ck和Dk的

行cT
kj和dT

kj也可以用上述同样的方法求得

cT
kj =
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vj(xk, uk)−∇xk
vj(xk, uk)xk−∇uk

vj(xk, uk)uk

xT
k xk+uT

k uk

xk+

∇xk
vj(xk, uk), (23)

dT
kj =

vj(xk, uk)−∇xk
vj(xk, uk)xk−∇uk

vj(xk, uk)uk

xT
k xk + uT

k uk

uk+

∇uk
vj(xk, uk). (24)

当式(1)输出方程仅为x的函数时,即
y(k) = V(x(k)), (25)

则其近似的线性化的模型为

y(k) = Ckx(k). (26)

这时,式(23)则改为如下的形式:

cT
kj = ∇xk

vj(xk) +
vj(xk)−∇xk

vj(xk)xk

xT
k xk

. (27)

通过计算式(21)∼(24), 就可以获得非线性离散
系统(1)在最小建模误差(14)意义下的局部线性化模
型(2), 对模型(2)设计常规的线性控制器, 就可以完
成对非线性离散系统(1)的控制.
3 基基基于于于支支支持持持向向向量量量回回回归归归的的的非非非线线线性性性系系系统统统

建建建模模模(Nonlinear system modeling based on
SVM)

3.1 支支支持持持向向向量量量机机机回回回归归归的的的原原原理理理(The principle of sup-
port vector machines)
支持向量机回归的基本思想为:选择一个非线性

变换Φ(·)把n维输入, 1维输出样本向量
(r1, o1), (r2, o2), · · · , (rl, ol)

ri ∈ Rn, oi ∈ R, i = 1, · · · , l.
(28)

从原空间映射到高维特征空间F,在此空间构造最优
线性回归函数

o = f(r) = ωT · Φ(r) + b. (29)

同时, 利用结构风险最小化原则引入了间隔的
概念, 并利用原空间的核函数取代高维特征空间
的点积运算, 避免了复杂计算. 标准支持向量机和
最小二乘支持向量机[10](least square support vector
machines, LS-SVM)在利用结构风险原则时,在优化
目标中选择了不同的损失函数, 它们分别为松弛因
子ξi和误差ξi的二范数.
对于标准的支持向量机,优化问题为

min
ω,b,ξ

1
2
ωTω + γ

l∑
i=1

ξi. (30)

约束条件为



oi − ωTΦ(ri)− b 6 ε + ξi,

ωTΦ(ri) + b− oi 6 ε + ξ∗i ,

ξi, ξ
∗
i > 0, i = 1, · · · , l.

(31)

常数γ > 0,它控制对超出误差ε的样本的惩罚的

程度, ε为Vapnik-ε不敏感代价函数定义的误差[5].
对于最小二乘支持向量机(LS-SVM), 优化问题

变为

min
ω,b,ξ

1
2
ωTω + γ

1
2

l∑
i=1

ξ2
i . (32)

约束条件变为等式约束:
oi = ωTΦ(ri) + b + ξi, i = 1, · · · , l. (33)

LS-SVM定义了与标准支持向量机不同的代价
函数, 并将其不等式约束改为等式约束. 为求解
式(32)的优化问题,引入拉格朗日函数:

L =
1
2
ωTω + γ

1
2

l∑
i=1

ξ2
i −

l∑
i=1

αi[ωTΦ(ri) + b− oi + ξi]. (34)

其中αi为拉格朗日乘子. 根据KKT条件[5],得到如下
等式和约束条件:




ω =
l∑

i=1

αiΦ(ri),
l∑

i=1

αi = 0,

αi = γ · ξi, ωTΦ(ri) + b− oi + ξi = 0.

(35)

对于i = 1, · · · , l,上式消去ω和ξ得到式(36)的线
性方程 [

0 OT

O ZZT + γ−1I

] [
b

α

]
=

[
0−→
1

]
. (36)

其中:{
ZT = [o1Φ(r1), · · · , olΦ(rl)], O = [o1, · · · , ol]T,
−→
1 = [1, · · · , 1]T, αT = [α1, · · · , αl].

(37)

由式(36), 根据Mercer条件[5], 可以令Q = ZZT,
则 {

Qkh =okohΦ(rk)TΦ(rh)=okoh ·K(rk, rh),

k, h = 1, · · · , l.
(38)

其中K(rk, rh) = Φ(rk)TΦ(rh)定义为核函数, 则
式(36)修改为



0 o1 · · · ol

o1 o1o1K(r1, r1) +
2
γ
· · · o1olK(r1, rl)

...
...

. . .
...

ol olo1K(rl, r1) · · · ololK(rl, rl) +
2
γ



×




b

α1

...
αl


 =




0
1
...
1


 . (39)
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因此支持向量的优化问题转化为解上述线性方

程的问题.该线性方程可以用最小二乘的方法求解,
并且要比SVM中求解二次规划快的多,且所需计算
资源少. 应用LS-SVM对非线性函数回归的结果为

o = f(r) =
l∑

i=1

αiK(r, ri) + b, i = 1, · · · , l. (40)

3.2 基基基于于于LS–SVM的的的局局局部部部线线线性性性化化化模模模型型型(Local lin-
earization model based on LS–SVM)
重写式(1)的非线性离散系统的模型:

x(k + 1) = W(x(k), u(k)). (41)

y(k + 1) = V(x(k), u(k)). (42)

由上面的讨论可知, 如果获得局部线性化模
型的系数矩阵Ak,Bk,Ck和Dk, 即求解式(21)∼(24),
就可以通过设计适当的线性控制器对(1)施加有
效的控制. 而式(21)∼(24)的求解需要获得W(x, u),
V(x, u)和它们的对x,u的梯度在工作点处的值.本文
中,非线性函数关系W和V分别用最小二乘支持向量
机(LS–SVM)来辨识. 假定系统阶数n已知, 系统状
态都可以获得,则基于支持向量回归的系统模型为

x(k + 1) = Ŵ(x(k), u(k)), (43)

y(k + 1) = V̂(x(k), u(k)). (44)

其中: x ∈ Rn, u ∈ Rm和y ∈ Rp分别为系统的状

态、控制量和输出, Ŵ和V̂分别代表近似W和V的支
持向量机回归模型; Ŵ有n+m个输入,对应于k时刻

的n个状态和m个输入, n个输出对应k + 1时刻系统
的状态；V̂有n + m个输入(当输出方程为式(25)时,
为n个输入), p个输出对应k时刻系统的输出.
在用LS–SVM建立非线性模型时,选取RBF函数

为核函数

K(r, ri) = exp(−‖ r− ri ‖2
2

2σ2
). (45)

其中: σ为RBF核的宽度,需事先确定; ri为获得的支

持向量:

r(k)=[x1(k),· · ·, xn(k), u1(k),· · ·, um(k)], (46)

ri = [x1α, · · · , xnα, u1α, · · · , umα]. (47)

这时核函数(45)可写为

K(r, ri) = exp(−‖ r− ri ‖2
2

2σ2
) =

exp(−

n∑
q=1

(xq − xqα)2 +
m∑

s=1

(us − usα)2

2σ2
). (48)

因此, 回归函数o对输入xi(k)和ui(k)的偏导数分别
为

∂o

∂xi

= − 1
σ2
·

n∑
q=1

(xq(k)− xqα) ·

m∑
i=1

αi exp(− H
2σ2 ), (49)

∂o

∂ui

= − 1
σ2
·

m∑
s=1

(uq(k)− uqα) ·
m∑

i=1

αi exp(− H
2σ2 ). (50)

其中

H =
n∑

q=1

(xq(k)− xqα)2 +
m∑

s=1

(us(k)− usα)2.

上式确定了LS–SVM模型输出对输入的微分关
系,因此可以用来计算式(21)∼(24)中对x和u的梯度,
从而可以确定aj ,bj和A, B. 同理, 式(2)中的系数矩
阵C和D也可以用上述同样的方法确定.
4 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation experiments)
利用LS–SVM良好的非线性函数逼近能力,建立

起非线性离散系统在工作点处的最优局部线性化状

态空间模型, 并在该工作点设计线性状态空间控制
器,可以完成对非线性离散系统的有效控制,控制方
法的框图如图1所示. 本文通过对两个典型非线性离
散系统的仿真,验证了该方法的有效性.

图 1 基于LS–SVM的非线性离散系统控制框图
Fig. 1 Diagram of nonlinear system control based on

LS-SVM

算算算例例例 1 考虑如下的2阶非线性单输入单输出系
统: 




x1(k + 1) =
x3

2(k) + x2(k)
1 + 2x2

2(k)
,

x2(k + 1) =
x1(k) + x2(k)

1 + x2
1(k)

+ u(k),

y(k) = x1(k).

(51)

图 2(a) 参考信号为方波时系统的输出
Fig. 2(a) System output when reference input is

a square wave
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图 2(b) 参考信号为方波时的误差曲线

Fig. 2(b) Error when reference input is a square wave

图 2(c) 参考信号为正弦波时系统的输出

Fig. 2(c) System output when reference input is a sinusoid

图 2(d) 参考信号为正弦波时的误差曲线

Fig. 2(d) Error when reference input is a sinusoid

首先确定系统的2个状态和1个输入的取值范
围, 对由状态和输入构成的三维空间离散化并随
机采样, 每一个采样点构成训练向量的输入, 其中
前两个分量为状态值,最后的分量为系统的控制输
入; 训练向量的输出由系统的下一个状态构成或
系统的输出构成, 如式(43)(44)所示. 在本例中共获
取120组输入/输出向量, 其中100组用于训练, 20组
用于测试. 控制目标是控制系统(51)跟踪参考输入
为一个幅值为±5的方波及幅值为1 的正弦波的变
化. 用LS–SVM完成对非线性系统的局部线性化,核
函数选取RBF核函数, 核参数通过交叉检验的方法
得到, γ = 17, σ2 = 0.2; 采用极点配置的方法完
成对线性化以后系统的控制, 设定的极点被配置

在0.2和0.4. 图2(a)为参考输入为方波时系统的闭环
输出信号, 图2(b)为相应的误差信号, 图2(c)为参考
输入为正弦波时系统的闭环输出信号,图2(d)为相应
的误差信号.由图可知,系统对于两种参考输入信号
具有很好的跟踪效果,并且由于支持向量机好的逼
近能力, 跟踪误差很小, 如图2(b)、图2(d)所示, 系统
进入稳态后最小跟踪误差分别为0.00627, 0.00817.
算算算例例例 2 考虑如下的3阶非线性单输入单输出系

统[11]:



x1(k + 1) = 0.5x3(k),

x2(k + 1) = x1(k) + [1− 0.4x2(k)]u(k),

x3(k + 1) = 0.3x1(k)x3(k)− x2(k),

y(k) = x1(k).

(52)

样本的获取方法同上, 在本例中共获取270组输
入/输出向量,其中220组用于训练, 50组用于测试.
本例的控制目标是控制系统(52)跟踪参考输入

为一个幅值为±1的方波及幅值为1 的正弦波的变
化. 用LS–SVM完成对非线性系统的局部线性化,
核函数选取RBF核函数, 核参数通过交叉检验的
方法得到, γ = 40, σ2 = 0.2; 采用极点配置的方
法来完成对线性化以后系统的控制, 设定的极点
被配置在0.4,0.5和0.5. 图3(a)为参考输入为方波时
系统的闭环输出信号, 图3(b)为相应的误差信号,
图3(c)为参考输入为正弦波时系统的闭环输出信号,
图3(d)为相应的误差信号.由图可知,系统对于两种
参考输入信号的跟踪都获得了满意的效果,并且由
于支持向量机良好的逼近能力, 跟踪误差很小, 如
图3(b)、图3(d)所示, 系统进入稳态后最小跟踪误差
为0.00671, 0.01017.

图 3(a) 参考信号为方波时系统的输出
Fig. 3(a) System output when reference input is

a square wave

文献[12]采用前馈神经网络辨识非线性对象的
模型, 并在工作点处将其线性化, 然后采用极点配
置技术、最优控制技术对非线性系统进行控制, 取
得了很好的结果.本文也采用前馈神经网络辨识的
方法对上述两个例子分别进行了仿真, 参考输入信
号分别选取相同的方波输入信号.虽然可以获得对
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参考输入信号很好的跟踪, 但是跟踪误差总有一个
较小的偏置量, 算例1和算例2的最小跟踪误差分别
为0.10325和0.14731. 可看出, 由于神经网络本身泛
化能力的限制,导致建模误差较大,使得系统跟踪参
考输入信号总有一定误差,要消除这样的误差,在控
制器的设计上必须考虑在前向通道增加积分器.

图 3(b) 参考信号为方波时的误差曲线

Fig. 3(b) Error when reference input is a square wave

图 3(c) 参考信号为正弦波时系统的输出

Fig. 3(c) System output when reference input is a sinusoid

图 3(d) 参考信号为正弦波时的误差曲线

Fig. 3(d) Error when reference input is a sinusoid

5 结结结论论论(Conclusions)
本文提出了一种基于支持向量机回归的非线性

离散系统控制新方法. 非线性系统的状态空间模型
在工作点处用LS-SVM的方法进行线性化, 并对系
统设计合适的线性控制器施加控制,对两个典型非
线性系统的仿真实验验证了该方法的有效性. 该方
法不依赖于非线性系统的物理模型, 所获得的系统
局部线性化模型结构固定, 可以使用任何传统的线

性控制方法来控制,计算复杂度小.
当然, 目前非线性离散动力学系统的控制和连

续系统控制相比还有较多的困难,比如:为保证系统
的稳定, 离散系统如何激励的问题; 当系统的相对
阶大于1时, 当前输入将依赖于系统的未来状态, 即
非因果的问题;对多输入/多输出系统的解耦问题等
等. 采用支持向量机研究非线性离散动力学系统的
控制,同样要面对上述的问题并且有新的表现形式,
这也是进一步需要研究和解决的.
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