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摘要:针对蚁群算法只适用于离散优化问题的局限性和收敛速度慢的问题,提出了求解连续空间优化问题的量
子蚁群算法．该算法每只蚂蚁携带一组表示蚂蚁当前位置信息的量子比特;首先根据基于信息素强度和可见度构
造的选择概率,选择蚂蚁的前进目标;然后采用量子旋转门更新蚂蚁携带的量子比特,完成蚂蚁的移动;采用量子非
门实现蚂蚁所在位置的变异,增加位置的多样性;最后根据移动后的位置完成蚁群信息素强度和可见度的更新．
该算法将量子比特的两个概率幅都看作蚂蚁当前的位置信息,在蚂蚁数目相同时,可使搜索空间加倍．以函数极值
问题和神经网络权值优化问题为例,验证了算法的有效性．
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Quantum ant colony algorithm for continuous space optimization
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Abstract: To tackle the shortcoming of ant colony optimization which can only be applied to discrete problems and
hold a slow convergence rate, a novel method for solving optimization problems in continuous space is presented. In this
algorithm, each ant carries a group of quantum bits which represent the position of the ant. Firstly, the target where the ant is
going to move is selected according to the selection probability based on pheromone information and heuristic information.
Secondly, quantum bits of the ant are updated by quantum rotation gates so as to enable the ant to move. Some quantum
bits are mutated by quantum non-gate so as to increase the variety of ant positions. Finally, pheromone information and the
heuristic information are updated according to the new position of each ant arrived at. In this algorithm, both probability
amplitudes of a quantum bit are regarded as position information belonging to an ant, a double searching space is acquired
for ant colony which hold the same number of ants. At last, the availability of the algorithm is illustrated by two application
examples of function optimization and weight optimization of neural networks.
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1 引引引言言言(Introduction)
蚁群算法(ant colony algorithm,简称ACA)是由意

大利学者M.Dorigo等人[1]于1991年首先提出的一种
新型模拟进化算法．该算法已成功地应用于一系列

组合优化问题求解中[2∼5],并取得了很好的结果,显
示出该算法对于求解离散空间的优化问题,具有一
定的潜力．但对于蚁群算法如何处理连续空间的优

化问题, 目前文献尚不多见. 目前主要有两种途径:
一是将连续空间离散化, 从而使连续问题转化为离
散问题[6], 但该方法能否适用于高维优化问题还有
待研究;二是与进化算法相结合[7],引入种群与进化
机制,但收敛速度较慢．因此,如何应用蚁群算法高

效率实现连续空间优化问题求解将是一个很有意义

的研究课题．

20世纪80年代初Benioff和Feynman提出了量子
计算的概念, 随后Shor于1994年提出大数质因子分
解算法, Grover于1996年提出无序数据库的量子搜
索算法, 从此量子计算以其独特的计算性能引起
了广泛瞩目, 并迅速成为研究的热点[8,9]．本文将

量子计算与蚁群算法相融合, 提出一种连续量子
蚁群算法(continuous quantum ant colony algorithm,
CQACA), 该算法与用于组合优化的蚁群算法不同
之处在于: 在CQACA中: ①蚂蚁释放的信息素不是
撒在经过的全部路径上, 而是撒在蚂蚁当前驻留的
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位置(点)上; ② 蚂蚁当前位置用一组量子比特的概
率幅表示, 蚂蚁移动由量子旋转门实现; ③ 引入了
对蚂蚁当前位置的量子变异操作．实验表明, 该算
法是有效和可行的．

2 连连连续续续量量量子子子蚁蚁蚁群群群算算算法法法(Continuous quantum
ant colony algorithm)

2.1 连连连续续续优优优化化化问问问题题题一一一般般般描描描述述述(General description
of continuous optimization)
若将n维连续空间优化问题的解看作n维空

间Ω = [ai, bi]n中的点或向量, 则连续优化问题可
表述为{

min f(x) = f(x1, x2, · · · , xn),

s.t. ai 6 xi 6 bi, i = 1, 2, · · · , n.
(1)

若将Ω中每个点都看作优化问题的近似解, 可定义
如下适应度函数来反映这些近似解的优劣程度:

fit(x) = Cmax − f(x). (2)

其中Cmax可以是一个合适的输入值,或者是到目前
为止优化过程中的最大值．

2.2 量量量子子子比比比特特特及及及量量量子子子门门门的的的概概概念念念(Concept of quan-
tum bit and quantum gate )
在量子计算中,一个量子比特的状态可表示为

|φ〉 = α|0〉+ β|1〉. (3)

其中α和β称为量子比特的概率幅,满足下列归一化
条件:

|α|2 + |β|2 = 1. (4)

令α = cos ϕ, β = sin ϕ. 量子比特也可用概率幅
表示为[cos ϕ sin ϕ]T, ϕ是量子比特的相位. 量子
比特相位的改变可以由量子旋转门实现．其定义见

式(5): [
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
. (5)

变异操作为兑换两个概率幅,可由量子非门实现:[
0 1
1 0

] [
α

β

]
=

[
β

α

]
. (6)

2.3 连连连续续续量量量子子子蚁蚁蚁群群群算算算法法法基基基本本本原原原理理理(General princi-
ple of CQACA )
设蚁群中共有m只蚂蚁, 随机分布在n维单位空

间Ω̃ = [0, 1]n 中, 每只蚂蚁携带一组(n个)量子比
特．在CQACA中,把量子比特的两个概率幅都视为
代表蚂蚁当前位置的信息, 因此, 每只蚂蚁占据Ω̃

中两个位置．这样在蚁群规模不变时, 可使搜
索到的空间加倍．从而加快了收敛速度．事实

上, 令蚁群中最优蚂蚁携带的量子比特上体现其
最优位置的概率幅为(不失一般性, 设为余弦项):

(cos ϕ1, cos ϕ2, · · · , cos ϕn),则当某只蚂蚁携带的
量子比特相位转至: π/2− ϕ1, π/2− ϕ2, · · · , π/2−
ϕn时, 该蚂蚁携带的量子比特的正弦项, 同样获得
最优解．因此,优化效率得到一定程度的提高．
设τ(xr)为第k只蚂蚁在位置xr处的信息素强度,

初始时刻全部设为某个常数; η(xr)为xr处的可见

度．CQACA的基本框架如下文所述.
1) 选择蚂蚁移动的目标位置.
蚂蚁k由位置xr转移到xs的移动规则为




arg max
xs∈X

{[τ(xs)]α[η(xs)]β}, q 6 q0,

x̃s, q > q0,
(7)

p(xs) =
[τ(xs)]α[η(xs)]β∑

xu∈X

[τ(xu)]α[η(xu)]β
. (8)

其中q为在[0,1]区间均匀分布的随机数; q0为一常

数(0 6 q0 6 1); X为蚁群在单位空间Ω̃中占据的点

的集合; x̃s为按式(8)选择的目标位置．
2) 蚂蚁向目标位置的移动.
设蚂蚁k当前位置为xr, 目标位置为xs, 其量子

比特分别为

xr =

∣∣∣∣∣
cos ϕr1

sin ϕr1

∣∣∣∣∣
cos ϕr2

sin ϕr2

∣∣∣∣∣
· · ·
· · ·

∣∣∣∣∣
cos ϕrn

sin ϕrn

∣∣∣∣∣ , (9)

xs =

∣∣∣∣∣
cos ϕs1

sin ϕs1

∣∣∣∣∣
cos ϕs2

sin ϕs2

∣∣∣∣∣
· · ·
· · ·

∣∣∣∣∣
cos ϕsn

sin ϕsn

∣∣∣∣∣ . (10)

为使Xr经量子门作用后逼近Xs, (5)式中转角θ的选

取至关重要．其大小根据经验通常取为0.001π <

θ < 0.05π; 而方向可按如下规则选取: 令α0和β0是

目标量子位的概率幅, α1和β1是当前量子位的概率

幅,记

A =

∣∣∣∣∣
α0 α1

β0 β1

∣∣∣∣∣ . (11)

当A 6= 0时,方向为−sgn A；当A = 0时,方向取正
负均可[10]．本文给出的转角策略是

∆θ = −sgn(A)θ0e−t. (12)

其中θ0为迭代初值, t为优化步数.

3) 变异处理.

首先随机选择若干只(通常可取b0.1mc)蚂蚁,然
后随机选择其携带的若干个量子位, 依变异概率对
选中的量子位施加量子非门变换,使该量子位的两
个概率幅互换．这样可使蚂蚁代表的两个空间位置

同时得到变异．令[cos ϕki sin ϕki]T为蚂蚁k携带

的第i个量子比特,变异操作如下:
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0 1
1 0

] [
cos ϕki

sin ϕki

]
=

[
cos(ϕki + π/2− 2ϕki)
sin(ϕki + π/2− 2ϕki)

]
.

(13)

4) 信息素强度及可见度更新规则.
在CQACA中,信息素强度的更新思想是把反映

蚂蚁当前位置优劣程度的适应度函数值融合到信息

素中,使越是优良的位置其上信息素强度越高;把适
应度函数的梯度信息融合到可见度中, 使梯度越大
的位置,可见度也越大．
每只蚂蚁完成一步搜索之后,将当前位置由单位

空间Ω̃ 映射到优化问题的解空间Ω, 计算适应度函
数值及梯度值,按文献[11]给出的策略进行蚂蚁当前
位置信息素强度和可见度的局部更新．记蚂蚁前一

位置为xq; 当前位置为xr; 移动后的位置为xs, 局部
更新规则为(0 < α < 1, 0 < β < 1):

τ(xs) = τ(xr) + sgn(∆fit)× |∆fit|α, (14)

∆f = fit(xs)− fit(xr), (15)

η(xs) = η(xr) + sgn(∆∂fit)× |∆∂fit|β, (16)

∆∂fit = max
16i6n

(
∂fit

∂xsi

)− max
16i6n

(
∂fit

∂xri

). (17)

当fit不可微时, ∆∂fit可采用其一阶差分:

∆∂fit = max
16i6n

(
fit(xs)− fit(xr)

xsi − xri

)−

max
16i6n

(
fit(xr)− fit(xq)

xri − xqi

). (18)

所有蚂蚁完成一次循环后,按式(19)进行信息素
全局更新．其中0 < ρ < 1; x̃为当前最优解．

τ(xu) =

{
(1− ρ)τ(xu) + ρfit(xu), xu = x̃,

(1− ρ)τ(xu), xu 6= x̃.

(19)
3 对对对比比比实实实验验验分分分析析析(Analysis of comparison ex-

periment)
3.1 函函函数数数极极极值值值优优优化化化(Optimization of the function

extremum)
本文选择如下函数:

f(x, y) = 0.5− sin2√x2 + y2 − 0.5
(1 + 0.001(x2 + y2))2

. (20)

优化目标为求取极大值点．此函数有无限个局

部极大点, 其中只有一个(0,0)为全局最大, 最大值
为1．自变量的取值范围均为(–100,100)．见图1．
算法参数: 蚁群规模m = 50;量子位数n = 2;概

率参数q0 = 0.5;挥发系数1 − ρ = 0.3;信息素更新
指数α = 0.5;可见度更新指数β = 0.5;转角步长初
值θ0 = 0.05π;变异概率pm =0.05;限定步数max=
500．适应度函数取目标函数本身．

分别用CQACA,ACA,GA进行仿真,优化结果对
比见表1; 收敛曲线对比见图2．对于CQACA, 以单
位圆形式给出了收敛后最优蚂蚁携带的量子比特的

位置(图3),和整个优化过程中蚂蚁释放的信息素轨
迹图(图4)．

图 1 目标函数

Fig. 1 The object function

表 1 函数极值问题优化结果对比(20次平均值)
Table 1 Comparison of optimizing results on

function extremum (The average
of twenty experiments)

算法 优化步数最优结果平均结果成功次数运行时间/s

CQACA 500 1.000 0.9967 13 3.87
ACA 500 1.000 0.9918 3 4.13
GA 500 0.9903 0.9903 0 4.09

图 2 收敛曲线对比

Fig. 2 Comparison of convergence curves

图 3 最优解量子位在单位圆中分布

Fig. 3 The quantum bits distributions of the global

optimum solution in a unit circle for CQACA
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图 4 信息素轨迹

Fig. 4 The pheromone trails for CQACA

由表1可知, CQACA的优化效率是最高的; 优化
结果也是最好的, 成功率达到65%; 其次是ACA, 效
率最低的是GA,所有20次实验全部陷入了局部极大
值．由图3可以看出CQACA中搜索空间加倍的优越
性．图中v1, v2和w1, w2分别代表最优蚂蚁携带的
两个量子比特,其概率幅表示为
{ ∣∣∣∣∣

0

1

∣∣∣∣∣
0

−1

∣∣∣∣∣

}

v1, v2
,

{ ∣∣∣∣∣
−1

0

∣∣∣∣∣
1

0

∣∣∣∣∣

}

w1, w2.

两种结果在实验中随机出现, 增加了收敛的概率．
在20次CQACA实验中, 5次收敛于v1, v2; 8次收敛
于w1, w2．
3.2 神神神经经经网网网络络络权权权值值值优优优化化化(Optimization of the neural

network weights)
本实验用CQACA优化神经网络权值,实现图5所

示9点模式分类问题．该问题可看作“异或”问题
的推广,经常作为检验算法分类能力的尺度．用3层
前馈神经网络作为分类器,算法参数见表2.

图 5 9点模式识别问题

Fig. 5 Pattern recognition of nine-samples

表 2 神经网络分类器算法参数

Table 2 Parameter of neural network for classification

C L1 L2 L3 n m ρ α β θ Pm E L

3 2 5 1 21 50 0.8 0.5 0.5 0.05π 0.05 0.5 500

表2中参数说明: C: 网络层数; L1: 输入节点;
L2: 隐层节点; L3: 输出节点; n: 量子位数; m: 蚁群
规模; 1− ρ: 挥发系数; α: 信息素更新指数; β: 可见
度更新指数; θ: 转角步长; pm: 变异概率; E: 限定误
差; L: 限定步数．
分别用CQACA, ACA, GA优化网络权值,适应度

函数取为exp(−Error), 其中Error为输出误差．优
化结果对比见表3;收敛曲线见图6．

表 3 9点模式分类优化结果对比(30次实验平均值)
Table 3 Comparison of optimizing results on

nine-sample patterns (The average
of thirty experiments)

算法 优化步数分类误差收敛次数收敛率/%运行时间/s

CQACA 253 0.4138 19 63 13.69
ACA 352 0.5083 8 27 17.86
GA 491 0.5261 5 17 21.38

图 6 收敛曲线对比

Fig. 6 Comparison of convergence curves

本实验需要同时优化21个变量．由表3可知, 对
于高维优化问题, CQACA的效率同样是最高的, 收
敛率分别是ACA的2.3倍; GA的3.7倍,而平均运行时
间是3种算法中最少的．
4 结结结论论论(Conclusion)
提出了一种用于连续空间优化的量子蚁群算

法．该算法具有较强的搜索能力和效率,尤其适用
于连续空间的高维优化问题．以含2个变量的函数
极值优化和2–5–1 结构的神经网络权值优化为例,
仿真结果表明, 该算法是有一定潜力值得推荐的优
化算法．
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