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摘要:研究多通道不确定时滞大系统的鲁棒分散H∞控制问题.假定不确定性是时不变、范数有界,且存在于系
统、时滞和输出矩阵中. 主要针对动态输出反馈控制问题.基于Lyapunov稳定性理论,通过设定Lyapunov矩阵为合
适的块对角结构,采用矩阵替换的方法推导出了使多通道不确定时滞大系统可鲁棒镇定,且满足一定的扰动水平的
时滞依赖充分条件即线性矩阵不等式(LMI)有可行解,并且给出了具有期望阶数的分散鲁棒控制器的设计方法. 数
值例子说明了本文提出方法的有效性.
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Robust decentralized H-infinity control of multi-channel uncertain
time-delay systems: an LMI approach
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Abstract: This paper deals with the robust decentralized H-infinity control problem for uncertain multi-channel time-
delay systems. The uncertainties are assumed to be time-invariant, norm-bounded, existing in the system, time-delay and
output matrices. Our interest is focused on dynamic output feedback. A sufficient condition for the uncertain multi-channel
time-delay system to be robustly stabilizable with a specified disturbance attenuation level is derived based on the theorem
of Lyapunov stability theory and by setting the Lyapunov matrix as block diagonal appropriately according to the desired
order of the controller, which is reduced to a feasibility problem of a linear matrix inequality(LMI). An example is given to
show the efficiency of this method.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,大系统的分散鲁棒稳定性分析及控制问

题一直是控制理论界的研究热点之一[1∼8]. 文[1]以
双通道系统为例,基于静态输出反馈,设计分散控制
器. 文[2]用同伦法研究了多通道大系统的分散控制
问题, 但未考虑不确定性. 文[3]研究带有不确定性
的多通道大系统的分散控制,采用两步同伦法进行
求解. 但其初值的选取和迭代算法的收敛性很难保
证. 文[4]用LMI方法研究了多通道大系统的分散控
制问题,也未考虑不确定性. 上述文献均未考虑到时
滞现象的存在, 而时滞现象往往是引起系统不稳定

的根源.
众所周知,用线性矩阵不等式求解集中的控制器

是一种非常有效的方法[9∼10]. 然而由于控制器的结
构性约束, 分散控制器的设计还不尽人意. 文[5]针
对带有范数有界不确定性的时滞依赖关联大系统,
通过求解线性矩阵不等式得到了状态反馈控制器

的设计方法. 文[6]用LMI方法研究一类具有数值界
时变不确定性关联时滞大系统的分散鲁棒稳定化问

题.而文[7]研究了线性时变关联时滞大系统的分散
鲁棒化问题.文[8]则针对具有未知常时滞的关联大
系统, 在一定关联分解情况下建立了可由LMI表示
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的分散镇定条件. 以上文献均是用LMI方法研究关
联大系统的状态反馈控制问题.
到目前为止,对于多通道时滞大系统的鲁棒稳定

及控制问题的研究还鲜有报道. 多通道的大系统模
型实际上包含了关联大系统模型的情形, 因而具有
更大的研究价值.本文应用线性矩阵不等式方法对
多通道不确定时滞大系统的输出反馈镇定问题进行

了讨论,基于Lyapunov稳定性理论,通过选取设计参
数矩阵的特定的形式, 将输出反馈镇定律的条件用
线性矩阵不等式来描述, 并给出了分散控制器的设
计方法. 数值例子说明了本文提出的方法的有效性.
2 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem description)
考虑具有N个通道的不确定时滞大系统,其状态

方程描述为



ẋ = (A + δA)x(t) + (Ad + δAd)x(t−

d(t)) + B1w(t) +
N∑

i=1

B2iui(t),

z(t) = C1x(t) + D11w(t),

yi(t) = (C2i + δC2i)x(t) + D21iw(t),

i = 1, 2, · · · , N.

(1)

其中: x ∈ Rn是状态变量, w ∈ Rr是扰动输入,
z ∈ Rp是控制输出, ui ∈ Rmi和yi ∈ Rqi分别是

第i(i = 1, 2, · · · , N)通道的控制输入和测量输出.
d(t)是滞后时间,且满足: 0 6 d(t) < ∞, ḋ(t) 6 ρ <

1. 矩阵A,Ad, B1, B2i, C1, C2i, D11D21i 是具有合适

维数的常数矩阵.
假设(A,B2i, C2i)均是可稳定的和可检测的, 且

没有不稳定的分散固定模. δA, δAd, δC2i反映系统

模型中参数不确定性的未知实矩阵, 并满足范数有
界条件

[δA δAd]=E∆[F1 F2]




δC21

...
δC2N


=




H1

...
HN


∆F3.

(2)

其中E, F1, F2, F3,Hi(i = 1, · · · , N)是适当维数的
常数矩阵,反映了不确定参数的结构信息. ∆是未知

常数矩阵,且满足∆T∆ 6 I.

对于系统(1),设计一个分散输出反馈控制器{
˙̂xi = Âix̂i + B̂iyi

ui = Ĉix̂i + D̂iyi

, i = 1, 2, · · · , N. (3)

其中: x̂i ∈ Rn̂i是第i个局部控制器的状态,且n̂i具有

某一固定的维数; Âi, B̂i, Ĉi, D̂i, i = 1, 2, · · · , N需

要确定的具有相应维数的常数矩阵。若D̂i = 0,则
第i个控制器是严格真的.

将控制器(3)应用于系统(1)得闭环系统如下:



ẋ(t) = [A + δA +
N∑

i=1

B2iD̂i(C̃2i+

δC̃2i)]x(t) + (Ad + δAd)x(t−

d(t)) +
N∑

i=1

B2iĈix̂i(t)+

(B1 +
N∑

i=1

B2iD̂iD21i)w(t),

˙̂xi(t) = B̂i(C2i + δC2i)x(t) + Âix̂i(t)+

B̂iD21iw(t),

z(t) = C1x(t) + D11w(t),

i = 1, 2, · · · , N.

(4)

定义如下系统(1)中的系数矩阵:



B2 = [B21 B22 · · · , B2N ],

C2 = [CT
21 CT

22 · · · CT
2N ]T,

D21 = [DT
211 DT

212 · · · DT
21N ]T,

H = [HT
1 HT

2 · · · HT
N ]T,

δC2 = [δCT
21 δCT

22 · · · δCT
2N ]T

(5)

和控制器的状态和系数矩阵:



x̂ =
[
x̂T

1 x̂T
2 · · · x̂T

N

]T
,

ÂD = diag{Â1, Â2, · · · , ÂN},
B̂D = diag{B̂1, B̂2, · · · , B̂N},
ĈD = diag{Ĉ1, Ĉ2, · · · , ĈN},
D̂D = diag{D̂1, D̂2, · · · , D̂N}.

(6)

于是,闭环系统(4)可写成如下形式:



ẋ(t) = [A + δA + B2D̂D(C2+

δC2)]x(t) + B2ĈDx̂(t)+

(Ad + δAd)x(t− d(t))+

(B1 + B2D̂DD21)w(t),
˙̂x(t) = B̂D(C2 + δC2)x(t) + ÂDx̂(t)+

B̂DD21w(t),

z(t) = C̃1x̃ + D11w(t).
(7)

进一步定义控制器系数矩阵

GD =

[
ÂD B̂D

ĈD D̂D

]
. (8)

同样引入下述描述:
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


Ã =
[

A 0n×n̂

0n̂×n 0n̂×n̂

]
, Ãd =

[
Ad 0n×n̂

0n̂×n 0n̂×n̂

]
,

B̃1 =
[

B1

0n̂×q

]
, B̃2 =

[
0n×n̂ B2

In̂ 0n̂×m

]
,

C̃1 =
[
C1 0p×n̂

]
, C̃2 =

[
0n̂×n In̂

C2 0q×n̂

]
,

δÃ=
[

δA 0n×n̂

0n̂×n 0n̂×n̂

]
, δÃd =

[
δAd 0n×n̂

0n̂×n 0n̂×n̂

]
,

D̃21 =
[
0n̂×r

D21

]
, δC̃2 =

[
0n̂×n In̂

δC2 0q×n̂

]
,

Ẽ =
[
E

0

]
, H̃ =

[
0
H

]
,

F̃1 = [F1 0], F̃2 = [F2 0], F̃3 = [F3 0].
(9)

其中: n̂ =
N∑

i=1

n̂i, m =
N∑

i=1

mi, q =
N∑

i=1

qi,因此闭环

系统(7)可写为{
˙̃x(t)=Ãclx̃(t)+Ãdclx̃(t−d(t))+B̃clw(t),

z(t) = C̃clx̃(t) + D̃clw(t).
(10)

其中:
x̃(t) = [xT(t) x̂T(t)]T ,

x̃(t− d(t)) = [xT(t− d(t)) 0]T
(11)

和



Ãcl = Ã + Ẽ∆F̃1 + B̃2GD(C̃2 + H̃∆F̃3),

Ãdcl = Ãd + Ẽ∆F̃2,

B̃cl = B̃1 + B̃2GDD̃21,

C̃cl = C̃1, D̃cl = D11.

(12)

在闭环系统(10)中, 仅控制器的系数矩阵GD为

未知矩阵,其他矩阵均可由系统(1)和各控制器的阶
数给出.
控制问题是对给定的正常数γ,设计一个输出反

馈控制器(3),使下面的条件满足:
1) 当w(t) = 0时,未控闭环系统(10)渐近稳定;
2) 在零初始条件下, 对∀w ∈ L2[0,∞), 有

‖ z ‖26 γ ‖ w ‖2成立;
则称控制器(3)是系统(1)的一个γ-次优输出反

馈H∞控制器.
3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
在给出主要结论之前,首先引入以下引理.
引引引理理理 1 设Ξ, E和F是具有合适维数的矩阵,

且Ξ是对称的,对所有∆满足∆T∆ 6 I . 那么

Ξ + E∆F + FT∆TET < 0,

当且仅当存在标量ε > 0,使得下式成立,即

Ξ + εEET + ε−1FTF < 0.

假假假设设设 1 矩阵B2是列满秩的.
下面给出了闭环系统渐近稳定且具有H∞性

能γ的分散H∞控制器存在的充分条件.
定定定理理理 1 如果存在如下结构的对称正定矩阵P :

P =

[
P1 0
0 P2

]
, (13)

P2 ∈ R(n−m)×(n−m),

P1 =

[
PA 0
0 PB

]
∈ R(n̂+m)×(n̂+m),

PA = diag{PA1, PA2, · · · , PAN},
PAi ∈ Rn̂i×n̂i ,

PD = diag{PD1, PD2, · · · , PDN},
PDi ∈ Rmi×mi

和正定矩阵S, 任意正数ε1, ε2, ε3和具有如下结构的

任意矩阵

W =

[
WA WB

WC WD

]
∈ R(n̂+m)×(n̂+q). (14)

其中:
WA =diag{WA1,WA2, · · · ,WAN}, WAi∈Rn̂i×n̂i ,

WB =diag{WB1,WB2, · · · ,WBN}, WBi∈Rn̂i×qi ,

WC =diag{WC1,WC2, · · · ,WCN}, WCi∈Rmi×n̂i ,

WD =diag{WD1,WD2, · · · ,WDN}, WDi∈Rmi×qi ,

使以下LMI成立:


ΞT
1 + Ξ1 + U ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

ΞT
2 −γI ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Ĉ1 D̃11 −γI ∗ ∗ ∗ ∗
ÊTP 0 0 −ε−1

1 I ∗ ∗ ∗
ÊTP 0 0 0 −ε−1

2 I ∗ ∗
ΓT

1 0 0 0 0 −ε−1
3 I ∗

ΓT
2 0 0 0 0 0 Γ3




<0,

(15)

则对任意给定正数γ, 在满足假设1的条件下, 控制
器(3)是系统(1)的一个γ-次优输出反馈H∞控制器,
其中:

Ξ1 = PÂ +

[
W

0

]
Ĉ2, Ξ2 = PB̂1 +

[
W

0

]
D̃21,

ΓT
1 = H̃T

[
WT 0

]
,

U = ε−1
1 F̂T

1 F̂1 + ε−1
3 F̂T

3 F̂3 + TTST,

ΓT
2 =

[
ÂT

d P

0

]
, Γ3 =

[
(1− ρ)TTST ε−1

2 F̂T
2

ε−1
2 F̂2 −ε−1

2 I

]
,

Â = T−1ÃT, Âd = T−1ÃdT, B̂1 = T−1B̃1,
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Ĉ1 = C̃1T, Ĉ2 = C̃2T, Ê = T−1Ẽ,

F̂1 = F̃1T, F̂2 = F̃2T, F̂3 = F̃3T. (16)

T ∈ R(n+n̂)×(n+n̂)是非奇异矩阵,且满足

T−1B̃2 =

[
In̂+m

0

]
∈ R(n+n̂)×(n̂+m). (17)

若LMI(15)有解,则分散鲁棒控制器可由下式获得:

GD = P−1
1 W ∈ R(n̂+m)×(n̂+q). (18)

证证证 对闭环系统(10)选择如下的Lyapunov泛函:

V (x) = x̃TP̃ x̃ +
w t

t−d(t)
[x̃T(τ)Sx̃(τ)]dτ, (19)

则

V̇ (x) = ˙̃xTP̃ x̃ + x̃TP̃ ˙̃x + x̃Sx̃−
x̃T(t− d(t))(1− ḋ(t))Sx̃(t− d(t)).

结合0 6 d(t) < ∞, ḋ(t) 6 ρ < 1得

V̇ (x) 6 x̃T(t)[P̃ Ãcl + ÃT
clP̃ ]x̃(t) +

x̃T(t)P̃ Ãdclx̃(t− d(t)) + x̃T(t−
d(t))ÃT

dclP̃ x̃(t) + 2x̃T(t)P̃ B̃clw(t) +

x̃TSx̃(t)− x̃T(t− d(t))(1−
ḋ(t))Sx̃(t− d(t)) 6



x̃(t)
w(t)

x̃(t− d(t))




T

M




x̃(t)
w(t)

x̃(t− d(t))


 . (20)

其中

M =




P̃ Ãcl + ÃT
clP̃ + S P̃ B̃cl P̃ Ãdcl

B̃T
clP̃ 0 0

ÃT
dclP̃ 0 −(1− ρ)S


 .

1) 先证明未控闭环系统的渐近稳定性问题.
当w(t) = 0时,闭环系统(10)的Lyapunov函数的导数
为

V̇ (x) 6
[

x̃(t)
x̃(t− d(t))

]T

Ω

[
x̃(t)

x̃(t− d(t))

]
. (21)

其中

Ω =

[
P̃ Ãcl + ÃT

clP̃ + S P̃ Ãdcl

ÃT
dclP̃ −(1− ρ)S

]
,

即要保证V̇ (x) < 0,只需证Ω < 0即可.将式(12)代
入式(21)得

Ω =

[
Ξ3 + ΞT

3 + S P̃ Ãd + P̃ Ẽ∆F̃2

ÃT
d P̃ + F̃T

2 ∆TẼTP̃ −(1− ρ)S

]
.

其中

Ξ3 = P̃ Ã+P̃ Ẽ∆F̃1+P̃ B̃2GDC̃2+P̃ B̃2GDH̃∆F̃3.

进一步,上式可变换为

Ω =
[
Ξ4 + ΞT

4 + S P̃ Ãd

ÃT
d P̃ −(1− ρ)S

]
+

[
P̃ Ẽ

0

]
∆

[
F̃1 F̃2

]
+ (

[
P̃ Ẽ

0

]
∆

[
F̃1 F̃2

]
)T +

[
P̃ B̃2GDH̃

0

]
∆

[
F̃3 0

]
+

(
[
P̃ B̃2GDH̃

0

]
∆

[
F̃3 0

]
)T. (22)

其中Ξ4 = P̃ Ã + P̃ B̃2GDC̃2.

利用引理1,式(22)可写为

Ω 6
[
Ξ4 + ΞT

4 + S + Z1 P̃ Ãd

ÃT
d P̃ ε−1

2 F̃2F̃
T
2 − (1− ρ)S

]
.

(23)

其中

Z1 = (ε1 + ε2)P̃ ẼẼTP̃ + ε−1
1 F̃T

1 F̃1 +

ε−1
3 F̃T

3 F̃3 + ε3P̃ B̃2GDH̃H̃TGT
DB̃T

2 P̃ .

令P̃ = T−TPT−1,结合式(18)得[
W

0

]
= PT−1B̃2GD.

则式(23)可写为

Ω 6
[
Ξ5 + ΞT

5 + S + Z2 P̃ Ãd

ÃT
d P̃ ε−1

2 F̃2F̃
T
2 − (1− ρ)S

]
.

(24)

其中:

Ξ5 = T−1PT−1Ã + T−T

[
W

0

]
C̃2,

Z2 = (ε1 + ε2)P̃ ẼẼTP̃ + ε−1
1 F̃T

1 F̃1 + ε−1
3 F̃T

3 F̃3 +

ε3T
−T

[
W

0

]
H̃H̃T

[
W

0

]T

T−1.

考虑式(16),利用Schur补得

Ω 6 Π × Ψ ×ΠT. (25)

其中:

Π = diag{T−T, I, I, I, T−T, ε−1
2 I},

Ψ =




ΞT
1 + Ξ1 + U ∗ ∗ ∗ ∗

ÊTP −ε−1
1 I ∗ ∗ ∗

ÊTP 0 −ε−1
2 I ∗ ∗

ΓT
1 0 0 −ε−1

3 I ∗
ΓT

2 0 0 0 Γ3




.

对式 (15)利用 Schur补可得 Ψ < 0. 故 Ω < 0,于是
V̇ (x) < 0. 因此大系统(10)是内部渐近稳定的.
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2) 下面证明在零初始条件下, 有 ||z||2 6 γ

||w||2, ∀w ∈ L2[0,∞). 为此,考虑

Jr =
w τ

0
[γ−1zTz − γwTw]dt. (26)

在零初始条件下及V (x)的正定性,有

Jr =
w τ

0
[γ−1zTz − γwTw + V̇ (x)]dt− V (x(t)) 6

w τ

0
[γ−1zTz − γwTw + V̇ (x)]dt. (27)

由于

γ−1zTz − γwTw =

γ−1[x̃T(t)C̃T
cl + wT(t)D̃T

cl][C̃clx̃(t) +

D̃clw(t)]− γwT(t)w(t) =

γ−1x̃T(t)C̃T
clC̃clx̃(t) + γ−1wT(t)D̃T

clD̃clx̃(t) +

γ−1wT(t)D̃T
clD̃clw(t) + γ−1x̃T(t)C̃T

clD̃clw(t)−
γwT(t)w(t),

故

Jr =
w τ

0




x̃(t)
w(t)

x̃(t− d(t))




T

Ψ̃




x̃(t)
w(t)

x̃(t− d(t)


dt.

(28)

其中:
Ψ̃ =[

Γ4 ∗ ∗
B̃T

clP̃ + γ−1D̃T
clC̃cl γ−1D̃T

clD̃cl − γI ∗
ÃT

dclP̃ 0 −(1− ρ)S

]
,

Γ4 = P̃ Ãcl + ÃT
clP̃ + S + γ−1C̃T

clC̃cl,

则要保证Jr < 0只需Ψ̃ < 0. 由Schur补得

Ψ̃ =




Ξ6 + ΞT
6 + S ∗ ∗ ∗

ΞT
7 −γI ∗ ∗

C̃1 D̃11 −γI ∗
(Ãd + Ẽ∆F̃2)TP̃ 0 0 −(1− ρ)S


 .

其中:
Ξ6 = P̃ (Ã + B̃2GDC̃2 + Ẽ∆F̃1 + B̃2GDH̃∆F̃3),

Ξ7 = P̃ (B̃1 + B̃2GDD̃21).

采用类似于第1部分的方法,可证明Jr < 0. 即w τ

0
zTzdt < γ2

w τ

0
wTwdt < γ2

w ∞
0

wTwdt.

上式对所有的τ成立. 因此, ‖ z ‖2∈ L2[0,∞),且满
足‖ z ‖26 γ ‖ w ‖2, ∀w ∈ L2[0,∞)
定理得证.

4 数数数值值值示示示例例例(Numerical example)
在这一部分,给出一个例子来说明所提算法的有

效性. 设具有两个通道的时滞系统(1), 其系数矩阵
如下:

A =




−1.5 8 0 1
−7 −8 0 1

0 1 − 5 2
1 0 − 3 − 7


 ,

Ad =




0.2 0.3 −0.1 0.3
0.3 0.2 0.12 0.3
0.3 0.2 0.12 0.3
0.8 0.01−0.21 0.1


 ,

B1 =




1 0
0 0
0 0.24
0 1


 , B2 =




1 0
0 0
0 0.24
0 1


 ,

C1 =
[
1 1 0 1

]
, C2 =

[−0.11 − 0.15 0 0
0 0 0 1

]
,

D11 =
[−2 1

]
, D12 = 0, D21 =

[
1.2 0
0 1.2

]
.

不确定性阵:

E =
[
−0.2 0.3 0.1 0.3

]T

,

F1 =
[
0.5 0.1 0.6 − 0.2

]
,

F2 =
[
−0.6 0.5 0.3 0.2

]
,

H =
[
−0.2 0.3

]T

,

F3 =
[
−0.6 0.5 0.3 0.2

]
.

设系统的H∞性能指标为: γ = 6. 获得的分散H∞控

制器系数矩阵如下:

GD =


−11.95−10.60 0 0 2.69 0
−4.45 −11.47 0 0 1.44 0

0 0 −11.42 0.26 0 0.51
0 0 −45.78−16.24 0 1.97

0.30 0.37 0 0 0.57 0
0 0 −1.04 −2.38 0 −0.39




.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究一类多通道不确定时滞系统的鲁棒

分散H∞控制器的设计问题. 主要针对分散输出

反馈控制问题. 基于Lyapunov稳定性定理, 通过设

定Lyapunov矩阵为合适的块对角结构, 采用矩阵替

换的方法推导出了使多通道不确定时滞大系统可鲁

棒镇定,且满足一定的扰动水平的时滞依赖充分条

件即线性矩阵不等式有可行解. 给出分散控制器的

设计方法. 数值例子说明了本文提出方法的有效性.
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