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改改改进进进的的的全全全对对对称称称多多多胞胞胞形形形集集集员员员状状状态态态估估估计计计算算算法法法
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摘要: 针对带有有界的噪声和参数的非线性离散时间系统, 提出了一种改进的全对称多胞形集员状态估计算
法.在算法的时间更新过程中,采用区间算术的方法计算一个包含系统轨迹的全对称多胞形.在算法的量测更新过程
中,则要首先在状态空间中给出一个集合作为与量测输出相一致的区域的外界描述,然后计算一个具有最小容积的
全对称多胞形作为时间更新全对称多胞形与此集合的交集的外界描述.由于此集合可表示为多个带的交集,所以需
要研究全对称多胞形与带的交集的外界描述方法.在提出改进的外界描述方法之前,指出了原始外界描述方法的保
守性.改进的外界描述方法给出了新的包含二者交集的全对称多胞形族,然后找到具有最小容积的全对称多胞形作
为二者交集的外界描述. 此后证明了改进外界描述方法得到的全对称多胞形不会比原始方法大.最后,采用仿真实
验来检验不同噪声分布对算法性能的影响.仿真结果表明了改进算法得到的状态估计的均方误差和全对称多胞形
的容积比原始算法小,而且当存在重尾分布噪声时此优势更加明显.
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An improved estimation algorithm for set membership
states by zonotopes

CHAI Wei, SUN Xian-fang
(School of Automation Science and Electrical Engineering, Beihang University, Beijing 100083, China)

Abstract: An improved estimation algorithm for set membership states by zonotopes is proposed for nonlinear discrete-
time systems with a bounded description of noise and parameters. This algorithm requires computation of a zonotope
bounding the uncertain trajectory of the system using interval arithmetic in time updating. The observation update first
determines a set bounding the region of the state space which is consistent with the measured output, and then computes a
minimal-volume zonotope bounding the intersection of the time-updated zonotope and this set. Since this set is obtained as
the intersection of strips, it is necessary to compute an outer bound of the intersection of the zonotope and the strips. The
conservatism of the original outer bound computation of the intersection is pointed out before improving. The improved
outer bound computation gives a new family of zonotopes containing the intersection and selects the minimal-volume one as
the outer bound. It can be proved that the improved computation gives smaller zonotopes than the original one. Simulation
experiments are performed to examine the influence of noise distributions on the performance of the algorithms. The results
show that the improved algorithm has better performance than the original one in terms of mean-square errors and zonotope
volumes especially in the presence of uniformly heavy-tailed noise.
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1 引引引言言言(Introduction)
经典的状态估计方法一般都是假定系统噪声为

随机噪声且满足某一概率分布,例如卡尔曼滤波和
扩展卡尔曼滤波.卡尔曼滤波是针对线性系统而提
出的,在假设噪声为零均、高斯白噪声的条件下,它
可以给出系统状态的线性最小方差无偏估计.对非
线性系统, 相应的就是扩展卡尔曼滤波. 尽管基于
随机噪声假设的滤波方法取得了广泛的应用, 但是

仍然存在一些问题.例如,实际噪声的统计特性往往
难以得到,这直接影响了估计的效果;还有,系统状
态的不确定性是由置信区间来描述的, 而置信区间
不是硬界描述. 解决以上问题的一种方法, 就是采
用集员滤波.集员滤波是在未知但有界(unknown but
bounded)噪声假设条件下的滤波方法. 与经典的状
态估计相比,由于它只要求系统噪声有界,且噪声界
已知, 而不需要知道诸如噪声分布或均值和方差等
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统计特性,因而具有适用面广、鲁棒性强等优点.
在集员滤波的研究过程中, 文献[1]首先给出了

椭球状态定界算法.随后, 文献[2∼5]针对此种算法
进行了深入的研究.为了提高估计精度,文献[6]研究
了多面体状态定界算法. 文献[7]则将超平行体用于
描述系统状态可行集以降低复杂度.文献[8]针对非
线性系统给出了基于区间分析的状态估计算法, 其
算法精度很高,但具有指数复杂性. 最近,文献[9]则
针对带有有界的噪声和参数的非线性离散时间系统

提出了全对称多胞形状态定界算法. 由于全对称多
胞形很适合用来控制围包效应(wrapping effect)[10],
因而他们的算法显得十分有效. 不过,其算法在某些
情况下得到的结果会很保守,主要原因是量测更新
过程中所采用的全对称多胞形与带的交集的外界描

述方法不够完善. 本文针对此问题提出了改进的全
对称多胞形集员状态估计算法.
2 改改改进进进的的的全全全对对对称称称多多多胞胞胞形形形集集集员员员状状状态态态估估估计计计算算算

法法法(Improved set membership state estima-
tion algorithm by zonotopes)
考虑如下非线性离散时间系统模型

xk = f(xk−1, wk−1), (1)

yk = g(xk, vk). (2)

其中: 向量xk ∈ Rn和yk ∈ Rp分别为系统状态和

量测量; 向量wk−1 ∈ Rnw代表由系统时变参数和

系统扰动所造成的不确定性; 向量vk ∈ Rpv为未知

的量测噪声; f和g为已知连续可微的非线性函数.
假设系统的不确定性和初始状态由有界集合描述,
即wk−1 ∈ Wk−1, vk ∈ Vk, x0 ∈ X0.
本文的集员状态估计算法就是根据系统状态

方程(1)和量测方程(2),集合X0,Wk−1和Vk以及量测

量yk(k = 1, · · · , N) 给出系统状态可行集XN的全

对称多胞形外界描述X̂N . 算法的时间更新和量测
更新过程分别在2.2节和2.3节中给出. 由于在2.3节
中的量测更新过程采用了改进的全对称多胞形与

带的交集的外界描述方法, 因而改进算法的精度更
高. 在2.2节和2.3节中的所涉及的定理1∼3的证明请
见文献[9].
2.1 预预预备备备符符符号号号(Preliminary notations)
介绍算法之前, 先给出一些预备符号[9,11]: 区

间X = [a, b]为集合{x : a 6 x 6 b};B = [−1, 1]表
示单位区间; I表示所有实区间[a, b](a 6 b)组成的
集合;盒子就是一个区间向量; Bm表示由m个单位

区间组成的单位盒子; 给定盒子Q = [[a1, b1], · · · ,

[an, bn]]T, mid(Q) =
[
a1 + b1

2
, · · · ,

an + bn

2

]T

表

示其中心; 给定向量p ∈ Rn和矩阵H ∈ Rn×m, 集
合p ⊕ HBm = {p + Hz : z ∈ Bm} 表示一个全

对称多胞形, m为多胞形的阶数;给定全对称多胞
形族Z = p ⊕ MBm, 其中区间矩阵M ∈ In×m,
¦(Z)表示多胞形族Z的一个全对称多胞形包含;
2(f)表示函数f 的一个自然区间扩展,即将函数f中

的变量由区间替代;∇f表示函数f 的梯度.
2.2 时时时间间间更更更新新新(Time update)
定定定理理理 1 对给定的非线性方程(1), 假设xk−1 ∈

X̂k−1, wk−1 ∈ Wk−1, 其中全对称多胞形X̂k−1 =
pk−1 ⊕ Hk−1B

m, 全对称多胞形Wk−1 = ck−1 ⊕
Ck−1B

sw ,考虑如下区间扩展:
1) 全对称多胞形qk ⊕ LkB

d满足f(pk−1,Wk−1)
⊆ qk ⊕ LkB

d;
2) 区间矩阵Mk = 2(∇xf(X̂k−1,Wk−1))Hk−1;
3) 全对称多胞形

Ψ(X̂k−1,Wk−1) =

qk ⊕ LkB
d ⊕ ¦(MkB

m) = qk ⊕QkB
l,

l = d + n + m.

据以上假设有f(X̂k−1,Wk−1)⊆Ψ(X̂k−1,Wk−1)成立.
将全对称多胞形Xk = Ψ(X̂k−1,Wk−1)作为k时

刻时间更新全对称多胞形. 从定理1可见,此多胞形
的阶数会不断增加. 因而需要把多胞形的阶数适当
降低,具体算法请参考文献[9].
2.3 量量量测测测更更更新新新(Observation update)
量测更新过程需要对在状态空间中与量测量的

第i个分量(i = 1, 2, · · · , p)相一致的集合:
Xyi,k

= {xk : yi,k ∈ gi(xk, Vk)}
与全对称多胞形Xk的交集进行描述. 为了简化计
算,有如下定理.

定定定理理理 2 给定全对称多胞形Xk和量测量yk,设
向量ci,k ∈ Rn和标量si,k, σi,k ∈ R满足

1) ci,k = mid(2(∇xgi(Xk, Vk)T));
2) cT

i,kXk−gi(Xk, Vk) ⊆ [si,k−σi,k, si,k +σi,k].
若定义带Xyi,k

= {xk : |cT
i,kxk − yi,k − si,k| 6

σi,k},则有Xk

⋂
Xyi,k

⊆ Xk

⋂
Xyi,k

.
若已求得带Xyi,k

,则可将全对称多胞形

X̂k ⊇ Xk

p⋂
i=1

Xyi,k
(3)

作为k时刻的集员估计结果.由式(3)可见,完成量测
更新过程需要研究全对称多胞形与带的交集的外界

描述方法.
2.3.1 原原原始始始外外外界界界描描描述述述方方方法法法及及及其其其问问问题题题(Original outer

bound computation and its problem)
文献[9]首先以如下定理的形式给出了一族包含

二者交集的全对称多胞形.
定定定理理理 3 给定全对称多胞形Z = p ⊕ HBr ⊂

Rn, 带S = {x ∈ Rn : |cTx − d| 6 σ}和向量λ ∈
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Rn. 若定义: p̂(λ) = p + λ(d − cTp), Ĥ(λ) =
[(I − λcT)H σλ ], 则有Z ∩ S ⊆ Ẑ(λ) = p̂(λ) ⊕
Ĥ(λ)Br+1.
上述参数向量λ可取任意的值, 而向量λ 的取

值不同决定了所得全对称多胞形的容积不同. 文
献[9]给出了此全对称多胞形容积的计算公式,即

Vol(Ẑ(λ)) =

2n
N(n,r)∑

i=1

|1− cTλ||det(Ai)|+

2n
N(n−1,r)∑

i=1

σ|det[Ci vi ]||vT
i λ|. (4)

在上式中: N(n, r)表示从具有r个元素的集合中选

取n个元素的组合数; Ai表示从矩阵H中任取n列所

得到的第i种组合矩阵(i = 1, · · · , N(n, r)),而Ci表

示从矩阵H中任取n − 1列所得到的第i种组合矩

阵(i = 1, · · · , N(n − 1, r)); vi ∈ Rn是满足vT
i vi =

1, 且vT
i Ci = 0的向量.由于容积是向量λ的凸函数,

因此文献[9]指出可用凸规划的方法来确定对应于
最小容积的λ值.通过分析发现,由定理3所给出的全
对称多胞形族描述比较保守,现举如下算例以说明
这一问题.
例例例 1 给定全对称多胞形Z = p⊕HB3和两个

不同的带Si = {x ∈ R2 : |cTx− di| 6 σ}(i = 1, 2),
其中:

p =

[
0
0

]
, H =

[
4 2 1
1 2 3

]
, c =

[
1
6

]
,

d1 = 0, d2 = 30, σ = 1.

根据定理3可得到两个全对称多胞形族Ẑi(λ)(i =
1, 2), 通过优化算法可在多胞形族中找到具有最小
容积的全对称多胞形ZiIN(i = 1, 2), 见图1.从图中
可见, 全对称多胞形Z1IN精度很高, 而全对称多胞
形Z2IN 就显得比较保守.分析定理3可以发现造成
这一结果的原因.由定理3可知,多胞形族Ẑ2(λ)只是
多胞形族Ẑ1(λ)的平移.而由容积计算公式可见,平
移对容积的计算没有影响.因此导致两者的容积相
等,后者就比较保守.

图 1(a) Z与S1相交

Fig. 1(a) Intersection of Z and S1

图 1(b) Z与S2相交

Fig. 1(b) Intersection of Z and S2

2.3.2 改改改进进进的的的外外外界界界描描描述述述方方方法法法(Improved outer
bound computation)

对定理3进行改进之后,有如下定理.
定定定理理理 4 给定全对称多胞形Z = p ⊕ HBr ⊂

Rn,带S = {x ∈ Rn : |cTx−d| 6 σ}和向量λ ∈ Rn,
设包含带Σ = {z ∈ Rr : |cTHz−(d−cTp)| 6 σ}与
盒子Br的交集的最小容积盒子为z ⊕ TBr,其中向
量z ∈ Rr,矩阵T ∈ Rr×r为对角阵. 若定义: p̂′(λ) =
p′ + λ(d − cTp′), Ĥ ′(λ) = [(I − λcT)H ′ σλ ], 其
中p′ = p + Hz, H ′ = HT , 则有Z ∩ S ⊆ Ẑ ′(λ) =
p̂′(λ)⊕ Ĥ ′(λ)Br+1.
证证证 任取x ∈ Z ∩ S, 则有x ∈ Z, 因此存

在z ∈ Br,使得
x = p + Hz. (5)

又由于x ∈ S = {x ∈ Rn : |cTx− d| 6 σ},有

|cTHz − (d− cTp)| 6 σ. (6)

再考虑到z ∈ Br, 可知存在一个包含带Σ = {z ∈
Rr : |cTHz − (d − cTp)| 6 σ}与盒子Br的交集的

最小容积盒子z ⊕ TBr,其中向量z ∈ Rr,矩阵T ∈
Rr×r为对角阵,使得

z ∈ z ⊕ TBr. (7)

即存在z1 ∈ Br,使得

z = z + Tz1. (8)

由式(6)得

cTHz = d− cTp + σz2, (9)

其中z2 ∈ [−1, 1] = B1.

式(5)可以改写为

x = p + λcTHz + (I − λcT)Hz. (10)

分别将式(8)和式(9)代入式(10)得

x = p + λ(d− cTp + σz2) +

(I − λcT)H(z + Tz1) =

p + Hz + λ(d− cT(p + Hz)) +
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[(I − λcT)HT σλ ] ·
[

z1

z2

]
=

p′ + λ(d− cTp′) +

[(I − λcT)H ′ σλ ] ·
[

z1

z2

]
=

p̂′(λ) + Ĥ ′(λ) ·
[

z1

z2

]
∈

p̂′(λ)⊕ Ĥ ′(λ)Br+1 = Ẑ ′(λ). (11)

证毕.
如下定理说明了改进外界描述方法的优点.
定定定理理理 5 改进外界描述方法得到的最小容积全

对称多胞形不会比原始方法大.
证证证 参考第2.3.1节中列出的容积计算公式.在下

面的叙述中将原公式中的符号分别加上撇号后表示

改进方法中的相应符号.
考虑到H ′ = HT = [T11h1, · · · , Trrhr], 其

中hi为H第i列(i = 1, · · · , r), 并考虑到T的对角

线上的元素Tii 6 1(i = 1, · · · , r), 有|det(Ai)| >
|det(A′

i)|. 进一步考虑到公式中vi的取值条件,
有vi = v′i, 因此有|det[Ci vi ]| > |det[C ′

i v′i ]|. 由
此可得Vol(Ẑ(λ)) > Vol(Ẑ ′(λ)).
证毕.
对算例1, 改进方法的结果由图2示出. 从图2可

见,改进方法的精度显然要比原始方法高.

图 2(a) Z与S1相交

Fig. 2(a) Intersection of Z and S1

图 2(b) Z与S2相交

Fig. 2(b) Intersection of Z and S2

注注注 1 定理3和4中的带S 应该是紧的,有关紧带的定

义请参看文献[12].

3 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
给定非线性离散时间系统

xk+1 =
[ −0.5 sin x2,k

x1,k+(1 + 0.3δk) x2,k

]
+

[−0.12
0.1

]
wk,

(12)

yk = [−2 1]xk + 0.02vk. (13)

其中: |δk| 6 1, |wk| 6 1, |vk| 6 1, k = 0, 1, 2 · · · ,

50. 初始状态属于盒子0.5B2. 考虑以下两种系统的
不确定性情况:
情情情况况况 1 δk, wk和vk均匀分布;
情情情况况况 2 δk和vk均匀分布, wk为重尾分布, 其概

率密度函数f(w)满足: 当w ∈ [−1,−0.9]
⋃

[0.9, 1]
时, f(w) = 3.2; 当w ∈ (−0.9, 0.9)时, f(w) = 0.2;
当w /∈ [−1, 1]时, f(w) = 0.
每种情况各进行50次蒙特卡洛仿真. 分别运行

原始算法[9]和改进算法进行状态估计. 全对称多胞
形的阶数最大为40, 取全对称多胞形的中心作为状
态的点估计.
表1给出了状态估计的均方误差ei(i = 1, 2) 和

平均全对称多胞形容积. 图3和图4则给出了状态
真值以及所估计出的状态的上下界(其中虚线代表
状态真值xk, 实线和点线分别代表运行改进算法
和原始算法得到状态xk的上下界估计α+

k , α−k和β+
k ,

β−k ).可见,改进算法比原始算法效果要好,并且这种
优势在情况2下更加显著.

表 1 均方误差和平均容积(×10−3)
Table 1 Mean-square errors and average

volumes(×10−3)

情况1 情况2

原始算法 改进算法 原始算法 改进算法

e1 1.29201 0.72684 2.25858 0.97868
e2 5.17380 2.87490 9.08876 3.90819
容积 6.10820 4.88358 6.46283 4.32997

图 3(a) 在情况1下x1,k的上下界估计

Fig. 3(a) Guaranteed bounds of x1,k in case 1
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图 3(b) 在情况1下x2,k的上下界估计

Fig. 3(b) Guaranteed bounds of x2,k in case 1

图 4(a) 在情况2下x1,k的上下界估计

Fig. 4(a) Guaranteed bounds of x1,k in case 2

图 4(b) 在情况2下x2,k的上下界估计

Fig. 4(b) Guaranteed bounds of x2,k in case 2

4 结结结论论论(Conclusion)
本文指出了文献[9]中的全对称多胞形与带的交

集的外界描述方法的保守性, 然后对此外界描述方
法进行了改进, 并证明了改进外界描述方法可以比
原始外界描述方法得到更小的全对称多胞形, 最后

将其应用到量测更新过程中, 提出了改进的全对称
多胞形集员状态估计算法. 仿真结果表明,本文提出
的改进算法可以比原始算法取得更好的效果.
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