
第 25卷第 2期
2008年 4月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 25 No. 2
Apr. 2008

基基基于于于小小小波波波变变变换换换和和和均均均生生生函函函数数数周周周期期期外外外推推推组组组合合合模模模式式式的的的

非非非平平平稳稳稳时时时间间间序序序列列列分分分析析析与与与长长长期期期预预预测测测

李 晖1, 2, 郭 晨1, 金鸿章2

(1. 大连海事大学自动化与电气工程学院,辽宁大连 116026; 2. 哈尔滨工程大学自动化学院,黑龙江哈尔滨 150001)

摘要:提出了利用小波变换和均生函数周期外推组合模式进行时间序列长期预测的方法. 基于小波多分辨率分
析理论,非平稳时间序列被分解为多个相对简单的准周期信号,信号的趋势项、周期项和随机项被分离出来. 然后
采用均生函数周期外推预报模式对这些准周期信号进行预报,此方法能有效的提高预报长度,并能获得较高的建模
及预报精度.仿真采用两个典型实例进行验证,结果表明了方法的正确性和有效性.
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Abstract: A combination model forecasting approach combining wavelet transform(WT) and mean-generating func-
tion(MGF) period extrapolation is presented in the paper. According to the theory of wavelet multi-resolution analy-
sis(MRA), the non-stationary time series is decomposed into some relative simple and regular periodical signal series. The
trend term, periodical term and stochastic term are separated from the original series. Then the mean-generating function
period extrapolation forecasting mode is employed to predict these approximate periodical signals. This method can effec-
tively improve the prediction length and has higher modeling and prediction precision. Two representative examples are
adopted in the simulation experiments, the simulation results show the correctness and validity of the method.
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1 引引引言言言(Introduction)
非平稳时间序列分析与预测理论研究较为成

熟的方法概括起来有两种: 一是Box和Jenkins的
ARIMA模型, 它是ARMA模型的推广, ARIMA过程
经有限次差分后变为ARMA过程, 以消除其非平稳
特性(如趋势性和周期性), 然后进行分析与预测.
这种方法最大的缺点是丢掉了最重要的信息, 即
趋势项和周期项.其二是Kitagawa等人利用状态-空
间模型及其相应的Kalman递归关系式对非平稳时
间序列进行分析与预测, 其优点是将趋势项和周
期项也包括进来考虑, 但是, 其建模过程大都是基
于ARIMA模型向状态空间模型的转化[1].

此外,由于人工神经网络具有自学习、自适应的
特点和强大的非线性逼近能力, 人工神经网络预测
模型及其与传统预测理论结合的组合预测模型在非

平稳时间序列分析与预测中得到了广泛的研究.
魏凤英等人拓展了数理统计中算术平均值的概

念,定义了时间序列的均生函数[2]. 通过均生函数建
立的模型作为一种有效的动态数据建模与预报途径

在气象、水文、海洋等领域得到了应用.
目前,小波分析已成为非线性科学中强有力的工

具,它的多分辨率特性,且在时频两域都具有表征信
号局部特征的能力, 使得小波分析在信号分析与预
测领域中得到了越来越多的应用[3].

收稿日期: 2005−11−01;收修改稿日期: 2007−05−09.
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本文利用小波分析方法对非平稳时间序列进行

分解与重构, 将复杂的非平稳时间序列简化为相对
简单的准周期信号, 即分离出趋势项、周期项和随
机项.然后对于这些从低频到高频的准周期信号采
用均生函数周期外推模式分别进行建模与预测, 最
后再集成得到原时间序列的预测值.
相比较而言,基于统计方法或神经网络方法进行

预报时,大部分为一次性一步预报,随着一次性预见
期的增加,误差会很快增加,影响一次性预报的准确
率.另外一种方法则是获得一步或几步预报值之后,
利用预报值作为下一次的训练数据再进行预报, 这
样获得较长时间的预报. 但是由于预报值被利用作
为训练数据,预报的误差也在训练中被累加,预报准
确度也不高. 上述方法在预报检验时采用的依然是
一步或几步预报模型.本文所采用的方法,则可大幅
度增加一次性预见期,实行长期预报.
2 小小小波波波分分分析析析理理理论论论(Wavelet analysis theory)
2.1 小小小波波波及及及小小小波波波变变变换换换(Wavelet and WT)
小波是由一母小波(Mother Wavelet)ψ(t)经伸缩

和平移得到的一小波函数族[4∼7]:

ψa,b(t) =
1√
|a|ψ(

t− b

a
), a, b ∈ R, a 6= 0. (1)

在此小波序列中: a为伸缩因子, b为平移因子.
在实际运用中, 需要对伸缩因子和平移因子进

行离散化, 同时为使小波变换具有可变化的时间和
频率分辨率,适应待分析信号的非平稳性,在实际中
采用的是二进制动态采样网格: a = 2j, b = 2jk,则
式(1)变为二进小波(dyalic wavelet):

ψj,k(t) = 2−j/2ψ(2−jt− k), j, k ∈ Z. (2)

对于任意的函数f(t) ∈ L2(R) (L2(R)表示平方
可积的实数空间)的离散小波变换为

Wf (j, k)=〈f, ψj,k〉= 1√
Cψ

w
f(t)ψ∗j,k(t)dt, (3)

其重构公式为

f(t) =
1√
Cψ

∑
j,k

Wf (j, k)ψj,k(t). (4)

式中: ∗表示复共轭, Cψ表示允许条件.
2.2 多多多分分分辨辨辨分分分析析析(Multi-resolution analysis )

S.Mallat在构造小波正交基时提出了多分辨分析
(MRA)的概念. 多分辨率分析可以一个3层分解结构
为例进行说明,其小波分解树如图1所示. 对一信号
S, 多分辨率分析只是对低频部分(a1, a2, a3)(不同
尺度下的逼近信号)进一步分解,而高频部分(d1, d2,

d3)(不同尺度下的细节信号)则不予考虑.分解具有
关系式: S = a3 + d3 + d2 + d1

[4]. 小波的多分辨率
分析功能就是利用小波的分解和重构, 在不同尺度

上提取信号的各种特征, 从而可以根据需要以不同
的分辨率处理信号.

图 1 小波分解树

Fig. 1 Wavelet decomposition tree

3 均均均生生生函函函数数数周周周期期期外外外推推推预预预测测测模模模式式式(MGF period
extrapolation forecasting model)

3.1 均均均生生生函函函数数数(Mean-generating function)
在时间序列分析中,常用的是自回归和自回归滑

动平均等模型, 这些模型都着眼于序列中邻接时刻
的联系,即序列的自相关.均生函数模型则从另一角
度来建模,即基于序列的周期记忆,构造一组源自序
列的周期函数, 通过建立时间序列与这组周期函数
间的回归,构造预报模型[8].
设样本量为N的时间序列:

x(t) = {x(1), x(2), · · · , x(N)}, (5)

x(t)的均值为

x =
1
N

N∑
i=1

x(t). (6)

对于式(5)定义均生函数(均值生成函数)

xl(i)=
1
nl

nl−1∑
j=1

x(i + jt), i = 1,· · ·, l, 16 l6M.

(7)

式中: nl = int(N/l), M = int(N/2)为不超
过N/2的最大整数. int表示取整.
根据式(7),得到M个均生函数,将均生函数定义

域延拓到整个数轴上,即作周期性延拓得

fl(t) = xl(t− l ∗ int(
t− 1

l
). (8)

其中: l = 1, 2, · · · ,M , t = 1, 2, · · · , N,N + 1, · · · .
笔者称fl(t)为均生函数延拓序列, 其含意是这一函
数是对观测数据通过用公式(8)计算随后作周期延
拓得到. 由此可构造出均生函数延拓矩阵

F = (fij)N×M , fij = fl(t). (9)
3.2 周周周期期期外外外推推推预预预测测测模模模式式式(Period extrapolation fore-

casting model)
将上述时间序列x(t)以均生函数为基展开,即

x(t) =
k∑

l=1

fl(t) + e(t), k < M. (10)

由于fl(t)为周期函数, 这也表明x(t)是由若干周期
函数叠加而成, e(t)为误差项.
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若将各周期所对应的均生函数作q步外延，则可

得到均生函数延拓矩阵

F = (fij)(N+q)×M (11)

和q步预报值

x(N + q) =
k∑

l=1

fl(N + q). (12)

3.3 组组组合合合模模模式式式预预预报报报方方方法法法(Combination model fore-
casting approach)
基于小波变换和均生函数周期外推组合模式预

报结构原理如图2所示.

图 2 组合模式预报结构图

Fig. 2 Scheme of combination model forecasting

组合模式预报的步骤为

1) 对给定时间序列进行多尺度小波分解, 将复
杂多周期信号简化为若干相对简单的准周期信号.
假设分解尺度为J则输出信号为d1, d2, · · · , dJ , aJ ,
低频信号aJ反映了信号的发展变化趋势, 相对高频
信号d1, d2, · · · , dJ为周期性和随机性成分.

2) 对于小波分解序列分别采用基于均生函数模
型周期外推预报方法进行建模预报, 若原函数具有
明显线性趋势,则可采用线性趋势进行预报,可参考
有关文献. 基于均生函数模型周期外推预报方法如
下:
① 对数据分别进行规格化处理,可采用标准差

规格化处理方法进行规格化.
② 计算各规格化序列的均生函数, 并利用

公式(8)和(9)作周期性延拓, 得到均生函数延拓序
列fl(t) 和延拓矩阵F , 然后利用公式(12)对均生函
数进行外推,获得各变量的建模与预报值.为提高建
模及预报精度, 本方法结合最小二乘算法(LMS)进
行建模拟合并修正预报值,即在获得均生函数延拓
矩阵F后, 利用最小二乘算法对建模数据进行拟合
辨识出模型系数:

W = (FTF )−1FTX(t). (13)

然后利用辨识出的模型系数修正预报值.
3) 对所获得的各变量建模及预报值进行线性集

成,即可得到原序列的拟合和预报值.

4 应应应用用用举举举例例例(Application examples)
本文选取两组时间序列进行预报验证.第1组为

多个不同频率的标准正弦函数的叠加信号;第2组为
长江三角洲1951 ∼ 1998年的降水量的实际值.
实实实例例例 1 不同频率的标准正弦函数叠加信号:

x = sin t + sin(10 ∗ t) + sin(100 ∗ t), (14)

从上式可知, 信号的最大频率为16 Hz, 则它的奈奎
斯特频率为32 Hz ,采样频率应选择32 Hz以上,本仿
真采样时间间隔选为0.03, 以保证用于小波分析的
采样数据的真实完整性.
对原信号进行小波分解,本文选择db3小波,该小

波具有正交性、紧支撑性和近似对称性, 可进行离
散小波变换.分解结果如图3所示.

图 3 正弦叠加信号的小波分解

Fig. 3 Wavelet decomposition of sum of sinusoidal signals

若将信号中的最高频率看作是1,则各层小波分
解便是带通或低通波器,且各层所占的频率为

a1 : 0 ∼ 0.5, d1 : 0.5 ∼ 1,

a2 : 0 ∼ 0.25, d2 : 0.25 ∼ 0.5,

a3 : 0 ∼ 0.125, d3 : 0.125 ∼ 0.25,

a4 : 0 ∼ 0.0625, d4 : 0.0625 ∼ 0.125.

该信号在小波分解下的相对频率分别为:高频正
弦(1),定位于d1层;中频正弦(0.1),定位于d4层;低频
正弦(0.01),定位于a4层.
本仿真实验选取600个数据点,前500个点为建模

序列,后100个点为预报检验序列. 各序列预报结果
如图4所示,图中实线为实际信号,虚线为预报输出.
以a4预报为例, 它反映sin t的曲线的变化, 信号

的频率为ωa4 = 1/2π,则周期为Ta4 = 2π,故信号周
期占2π/0.03 = 209个点, 在均生函数延拓建模中,
初始选择M = 500/2 = 250,选取不同个数均生函
数建模均方根误差(MSE)如图4左半部分所示. 实际
上在M = 190点时, MSEa4 = 0.0041已经稳定,基
本不会随M的增加而减小多少. 190点和209的差异
为小波分解后的a4与原信号中低频成分sin(t)的差
异,所以用于均身函数的建模点与周期基本吻合.
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图 4 预报及建模均方根误差曲线

Fig. 4 Prediction and modeling MSE curve

各信号分析情况如表1(表中建模和预报均方
根误差数据为仿真序列经过标准化处理后所得结

果).
表 1 建模及预报分析表

Table 1 Modeling and predication analysis

图示对 采用均生 MSE MSE信号
应周期 函数个数 (建模) (预报)

a4 209点 190 0.0041 0.0107
d4 21点 22 0.0670 0.1984
d3 约12点 13 0.3300 0.6056
d2 约5点 85 0.0172 0.1969
d1 <2.5点 44 0.0002 0.0148

从图4中对各变量的均方根误差分布曲线可
以观察到, a4和d4的均方根误差呈均匀下降趋

势, 采用均生函数建模的个数与数据周期所占
点数吻合, 这是因为a4和d4均反映的是单一频率

信号sin t和sin(10t); d3的均方根误差有两次跳跃

式下降, 即采用均生函数建模点数为13点和22点,
前者与数据周期所占点数吻合, 后者为两倍, 这
表明数据d3由两个周期的数据叠加而成. d2的均

方根误差约有两次跳跃式下降, 即采用建模点数
为36点、85点, d1的均方根误差在44点时呈直线
下降, 即采用建模点数为44点时建模与预报误差
均很小, 为什么会产生这样的结果呢？从小波分
解的情况看, d1信号存在着多个信号包络, 每个
信号包络占有约22个点, 这也是为什么建模的信

号点为44(两个包络)的缘故, 同时可以看到, 每个
信号包络有约十个正弦振荡, 每个正弦振荡占有
约2个点, 它与d1信号的周期相同, 故d1信号反映

的是sin(100 ∗ t)的高频信号.
图5为小波分解序列预报值经过线性集成得到

的结果, 图中实线为实际信号, 虚线为预报输出.
仿真得出的均方根预报误差为0.0204.

图 5 集成预报曲线

Fig. 5 Integration prediction curve

表 2 不同预报方法的比较
Table 2 Comparison of different forecasting

approaches

预报 采用均生 MSE MSE
方法 函数个数 (建模) (预报)

209(最佳数，实际为信号MGFPE
低频成分周期)

0.0067 0.0916

WT and a4, d4, d3, d2, d1分别为：
MGFPE 190，22，13，85，44

0.0063 0.0204

为了验证方法的有效性, 表2将预报结果与仅
用均生函数算法预报进行了比较,结果表明: 小波
与均生函数组合预报方法在建模拟合和预报上优
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于传统均生函数方法.
实实实例例例 2 长江三角洲降水数据序列从1951 ∼

1998年6 ∼ 8月的降水总量为[8]

[513, 447, 461, 764, 485, 601, 631, 356, 307, 508,

385, 519, 419, 320, 487, 323, 221, 290, 497, 474,

365, 423, 372, 556, 516, 408, 460, 169, 391, 717,

407, 517, 456, 488, 424, 511, 669, 403, 546, 413,

847, 382, 660, 361, 534, 622, 516, 469].
利用前42个数据建模, 后6个进行预报检验.序

列经小波变换后如图6所示, a4反映的是序列的趋

势变化.
各信号的预报及建模误差随均生函数建模点

数不同的误差变化情况如图7所示,图中实线为实
际信号,虚线为预报输出.

图 6 信号小波分解

Fig. 6 Wavelet decomposition of signal

图 7 预报及建模均方根误差曲线

Fig. 7 Prediction and modeling MSE curve

在图7中a4的周期大于建模点的一半, 如在均
生函数延拓建模中, 取初始选择M = 42/2 = 21,
则不能很好反映周期外推的思想, 使得建模与预
报误差较大. 本实验初始选取M = 42, 最后, 建
模点到30时, 建模及预报误差基本不再下降, 也
与a4的周期相吻合. d4, d3, d2, d1在均生函数延拓

建模中,均取初始选择M = 42/2 = 21. d4和d3的

建模点与序列周期点基本吻合;d2的均方误差有

两次剧烈变化, 分别约为5点和13点, 说明d2 由这

两个周期的信号叠加, 周期外推是对这两周期
信号外推的, 其中5点周期在原信号上基本可以
观测到.d1的均方误差有多次剧烈变化, 分别约
为3点、5点、11点, 其中3点为显示周期,可从分解
图中观测得到.信号分析情况如表3(表中建模和预
报均方根误差数据为仿真序列经过正则化处理后

所得结果).
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表 3 建模及预报分析表

Table 3 Modeling and predication analysis

图示对 采用均生 MSE MSE
信号

应周期 函数个数 (建模) (预报)

a4 约30点 30 0.0002 0.0116
d4 约20点 19 0.0222 0.0202
d3 约10点 14 0.0303 0.0646
d2 约5点 13 0.0002 0.4078
d1 约3点 11 0.2264 0.6354

图8为各序列预报经过线性集成得到的结果,
图中实线为实际信号,虚线为预报输出.从图中可
以观测得到:建模及预报效果都相当好,尤其是极
值年份都能准确拟合和预报.

图 8 集成预报曲线

Fig. 8 Integration prediction curve

表4为利用小波与均生函数结合进行预报同仅
用均生函数的建模与预报结果比较,可以看出,本
文提出的方法具有一定的优势, 同时对于这些多
周期混叠的时间序列, 小波分析能够避免均生函
数寻找优势周期的困难.

表 4 不同预报方法的比较

Table 4 Comparison of different forecasting
approaches

预报 采用均生 MSE MSE
方法 函数个数 (建模) (预报)

MGFPE 30 15.1781 33.7527

WT和 a4, d4, d3, d2, d1分别为:
MGFPE 30，19，14，13，11

8.4565 16.5821

5 结结结论论论(Conclusion)
本文提出了利用小波变换和均生函数周期外

推组合模式进行时间序列长期预测的方法, 通过
小波变换可把不确定及多周期混叠的信号转化

为多个相对简单的准周期信号, 获得原信号的趋
势、周期和随机序列,然后采用均生函数周期外推
建模预报模式对这些准周期信号进行预报. 由于

序列的周期性和采用周期外推模式, 故预报长度
可大幅度增加. 本文采用两个典型实例进行验证,
结果都非常理想.但在仿真时发现: 采用不同类型
的小波或不同级别的小波分解都会对预报结果有

一定的影响, 本人在仿真中多是结合经验选择小
波, 如何从理论上解决这一问题也是下一步要研
究的问题.
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