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摘要:现有的重复控制设计不能同时优化低通滤波器的参数和重复控制器的参数. 我们在设计重复控制系统以
控制线性不确定对象时,解决了这个问题.首先,引入状态反馈以保证闭系统的鲁棒稳定性,把重复控制器设计问题
转化为H∞状态反馈增益的设计问题.为获得低通滤波器最大转折频率,进一步将设计问题转化为基于线性矩阵不
等式约束的凸优化问题.提出了一种迭代算法,用以计算低通滤波器的最大转折频率和H∞状态反馈增益.在保证
系统鲁棒稳定性的同时,获得最高控制精度的重复控制器和低通滤波器的参数组合.该方法与已有方法比较,它的
结果容易验证和求解,因而更适合于实际应用. 最后,通过数值实例验证了本文所提方法的有效性.
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H-infinity state feedback robust repetitive control for
uncertain linear systems
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2. School of Computer Science, Tokyo University of Technology, Tokyo 192-0982, Japan)

Abstract: The existing methods for designing repetitive control systems cannot simultaneously optimize the parameters
of the low-pass filter and the parameters of the repetitive controller. We deal with this problem in designing a repetitive
control system for a class of linear uncertain plants. First, we employ the state feedback controller to robustly stabilize the
closed-loop system, and treat the controller design problem as an H-infinity state-feedback design problem. Next, under the
H-infinity formulation, the design is formulated as a convex optimization problem subject to linear matrix inequalities. An
iterative algorithm is presented for calculating the maximum cut-off frequencies of the low-pass filter and the gain of the
H-infinity state-feedback controller. It also gives the combination of parameters for the low-pass filter and the the repetitive
controller, which yields the highest control precision under the requirements of robust stability of the system. The results
of the proposed method can be more easily obtained and verified than by the existing methods, showing the practical value
in applications. Finally, the validity of this method is verified by a numerical example.
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1 引引引言言言(Introduction)
重复控制理论是20世纪80年代由日本学者中野

道雄(Nakano Michio)教授等人提出的一种新型控制
系统设计理论,它的基本思想是在控制系统中引入
一种学习机制,使系统能够通过自身的学习来改善
跟踪精度,最终实现无稳态误差地跟踪任意的周期
目标输入信号或对周期性干扰信号进行有效抑制的

目的[1]. 由于这种控制方法能够实现其它控制方法
难以达到的高精度跟踪, 所以重复控制理论一经提
出就获得了广泛关注, 并在各个领域中得到了成功
的应用[2∼11].

但是,由于重复控制器的大时滞特性,重复控制
系统的稳定性难以得到保证[2]. 不少学者对此进行
了广泛深入的研究,不同程度地改进了重复控制器
的动态性. 例如, She等人提出了离散时间变结构严
密内模重复控制方法[4]; Owens等人针对严格正实系
统,利用Lyapunov泛函方法,提出了多周期重复控制
器设计方法[5];张立强等人[6]以及Park等人[7]研究了

基于PID的重复控制.然而,这些方法在选择控制器
参数时需要反复调节,多少存在一些试凑的痕迹. 对
于鲁棒重复控制问题,近年来也吸引了不少学者的
注意. Chen和Liu在频域空间中研究了鲁棒重复控制
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器的设计问题[8], 但所得结果只能适用于最小相位
系统; Ramrath等人针对特定的跟踪频率, 提出了一
种基于最小–最大方法的鲁棒重复控制设计方法[9];
Doh等人针对不确定线性系统,提出了基于LMI的低
通滤波器和重复控制器设计方法[10]. 由于重复控制
器和低通滤波器的参数相互影响,需要反复调整才
能获得比较理想的低通滤波器和重复控制器参数.
纵观以上重复控制系统设计方法, 普遍存在着

要求控制对象较严、条件难于验证以及重复控制器

和低通滤波器的参数相互影响等问题.本文针对一
类不确定线性系统,设计一个改进型重复控制系统,
研究重复控制系统中重复控制器和低通滤波器参

数的同时优化问题. 基于Lyapunov泛函方法给出一
个保证闭环系统鲁棒稳定的充分条件,然后将重复
控制器的参数设计问题转化为H∞状态反馈控制问
题.在此基础上,提出求解低通滤波器最大转折频率
和H∞状态反馈增益的迭代算法. 算法在保证系统鲁
棒稳定性的同时, 能获得实现最高控制精度的重复
控制器和低通滤波器的参数组合.
本文中,如不作特殊说明,对称矩阵的对称部分

用∗表示,即
[
A B

∗ C

]
:=

[
A B

BT C

]
.

2 系系系统统统控控控制制制精精精度度度与与与低低低通通通滤滤滤波波波器器器的的的关关关系系系分分分

析析析(Relationship between system control pre-
cision and low-pass filter)
一般地, 称图1中虚线所示部分CR为重复控制

器. 若控制系统回路中包含CR, 则相应的控制系统
称为重复控制系统[1,2].

图 1 基本的重复控制系统

Fig. 1 The basic repetitive control systems

图1中,虚线部分传递函数为

CR(s) =
1

1− e−sL
. (1)

因为

CR(jωk) =
1

1− e−jωkL
= ∞, (2)

ωk =
2kπ

L
, k = 0, 1, · · · , (3)

当重复控制器中含有该内部模型时, 由于在周期信
号的基波频率及高次谐波频率处的增益为无穷大,

从而对该周期信号能实现稳态无误差跟踪.
为了改善系统的稳定性, 改进型重复控制系

统[2]在重复控制器中引入了一个低通滤波器, 即
重复控制器中含有的是周期信号产生器的近似模

型：

CRI(s) =
1

1− q(s)e−sL
. (4)

低通滤波器q(s)的引入使系统的跟踪特性发生变
化. 例如, 考虑重复控制系统中最常用的一阶

低通滤波器q(s) =
1

Ts + 1
. 图2为L = 2π s时

的CR(jω)及T = 0.001 s和T = 0.1 s时的CRI(jω)的
波特增益图. 显然, 当T = 0.001 s时, CRI(jω)的
在周期信号的基波及2次谐波处的增益由无穷大
降为60.00 dB及53.98 dB, 这时对周期信号的跟踪
将出现稳态误差. 当低通滤波器的转折频率降
低100倍(即T = 0.1 s)时, 在周期信号的基波及2次
谐波处的增益则急剧降至19.87 dB和13.45 dB,导致
稳态误差急剧增大.

(a) CR(jω)

(b) CRI(jω)

图 2 波特图

Fig. 2 Bode plot

由此可见,为了提高重复控制系统的稳态控制精
度,需要尽可能提高低通滤波器的转折频率.

3 系系系统统统描描描述述述与与与稳稳稳定定定条条条件件件(System description
and stability condition)
本文设计图3所示的重复控制系统,为了便于定

义问题,把滤波器q(s) =
1

Ts + 1
放在了前向通道.
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图 3 重复控制系统结构

Fig. 3 Configuration of the repetitive control system

在图3中, e−sL为滞后环节,其滞后时间与目标
输入信号的周期相同. T为低通滤波器的时间常

数,待定向量F = [Fp Ff ]为系统的控制增益.
考虑如下不确定线性控制对象:{
ẋp(t)=(Ap+∆Ap)xp(t)+(Bp+∆Bp)u(t),

y(t) = Cpxp(t).
(5a)

这里xp(t) ∈ Rn为控制对象的状态, u(t) ∈ Rn 为

控制输入, y(t)为控制输出.时变不确定结构为

[∆Ap ∆Bp] = ΦpΓ (t)[ΨA ΨB]. (5b)

其中: ΨA, ΨB为已知实矩阵, Γ (t) ∈ Rn×n是具

有Lebesgue可测元的不确定矩阵,且

‖Γ (t)‖ 6 1.

低通滤波器的状态空间描述为

ẋf (t) = −ωcxf (t) + ωcxf (t− L) + ωce(t), (6)

其中, ωc为低通滤波器转折频率,且

ωc(t) =
1
T

. (7)

取x(t) = [xT
p (t) xT

p (t)],则重复控制系统的控制律
为 {

u(t) = Fx(t),
F := [FP Ff ] ,

(8)

由式(5)(6)和(8)得复合系统为:



ẋ(t) = (A + ∆A(t))x(t) + Adx(t− L),

A =

[
AP +BP FP BP Ff

−ωcCP −ωc

]
,

Ad =

[
0 0
0 ωc

]
,

∆A =

[
ΦP

0

]
Γ (t)[ΨA + ΨBFP ΨBFf ].

(9)

这样, 重复控制系统的设计问题就转化为系
统(9)的鲁棒稳定性问题.
为了得出系统(9)鲁棒渐近稳定的一个充分条

件,引用文献[12]的下述结论.

引引引理理理 1 (Schur补)[12] 给定常值矩阵Σ = ΣT,
则下述命题等价

i) Σ :=

[
Σ11 Σ12

∗ Σ22

]
> 0;

ii) Σ11 > 0,且 Σ22 −ΣT
12Σ

−1
11 Σ12 > 0;

iii) Σ22 > 0,且 Σ11 −Σ12Σ
−1
22 ΣT

12 > 0.

根据引理1,应用Lyapunov泛函方法,可以得到
下述定理.

定定定理理理 1 如果存在合适维数的对称正定矩

阵P, Q以及常数λ > 0,使得如下LMI成立:


PA + ATP + Q + λΨTΨ PAd PΦ

∗ −Q 0
∗ ∗ −λI


 < 0,

(10)

则状态反馈控制律(8)保证图3所示的重复控制系
统鲁棒稳定.
证证证 构造如下Lyapunov函数：

V (x(t), t) = xT(t)Px(t) +
w t

t−L
xT(τ)Qx(τ)dτ.

不难证明, 系统(9)鲁棒渐近稳定的一个充分条件
为 



PA + ATP + Q PAd PΦ λΨT

∗ −Q 0 0
∗ ∗ −λI 0
∗ ∗ ∗ −λI


 < 0, (11)

由Schur补引理,式(11)等价于式(10). 证毕.
在本文中, 考虑如下的重复控制器设计问题:

针对如图3所示的重复控制系统,设计一个状态反



430 控 制 理 论 与 应 用 第 25卷

馈控制律(8), 使系统鲁棒渐近稳定的同时具有最
大的转折频率ωc.

4 基基基于于于LMI的的的重重重复复复控控控制制制器器器与与与低低低通通通滤滤滤波波波器器器设设设
计计计(Design of repetitive controller and low-
pass filter based on LMI)
事实上, 由于定理1中的LMI含有未知参数ωc

和F , 所以仅由式(10)还不能获得保证系统鲁棒
稳定的最优参数组合F和T =

1
ωc

. 为此, 可先固

定T求取F ,然后再固定F求取T . 也即先对给定的
低通滤波器参数T设计反馈控制增益F ,然后反过
来对给定的反馈控制增益F设计低通滤波器. 如
此反复进行, 最后求得F和T最优组合. 下面具体
给出反馈增益F和低通滤波器参数T的设计方法.

4.1 H∞ 状状状态态态反反反馈馈馈重重重复复复控控控制制制器器器设设设计计计(H∞ state
feedback repetitive controller design)

首先对给定的低通滤波器转折频率ωc,采用如
下方法求取重复控制器的增益F . 设r(t) = 0, 此
时,图3等价于图4.

由图4, 重复控制器的设计问题转化为: 求
取H∞状态反馈增益F , 使得如下的一般化控制
对象{

ẋ(t) = Agx(t) + Bg1w(t) + Bg2u(t),
z(t) = Cgx(t) + Dgu(t),

(12)

渐近稳定,且‖Gzω‖∞ < 1. 其中, x(t)定义同式(8),

w(t) := [wT
Γ (t) wL(t)]T,

z(t) := [zT
Γ (t) xf (t)]T,

Ag =


 AP 0

−CP

T
− 1

T


 ,

Bg1 =


ΦP 0

0
1
T


 , Bg2 =

[
BP

0

]
,

Cg =

[
ΨA 0
0 1

]
, Dg =

[
ΨB

0

]
,

下面给出H∞状态反馈控制律的存在条件和设
计方法. 为此,先引用文献[13]的一个引理.

引引引理理理 2 (有界实引理)[13] 对如下系统{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Cw(t),
z(t) = Dx(t) + Eu(t) + Fw(t),

(13)

当且仅当存在一个对称正定矩阵X和矩阵W , 使
得如下LMI成立:




Λ C (DX+EW )T

∗ − I FT

∗ ∗ − I


 < 0, (14)

其中, Λ = AX + BW + (AX + BW )T,则存在一
个H∞状态反馈控制器,且

F = WX−1,

它是系统(13)的一个H∞状态反馈控制增益.
针对系统(12),不难得到如下定理:

定定定理理理 2 对系统(12), 当且仅当存在一个合适
维数对称正定矩阵X和矩阵W , 使得如下LMI成
立: 


Λ Bg1 (CgX+DgW )T

∗ − I 0
∗ ∗ − I


 < 0, (15)

其中Λ = AgX + Bg2W + (AgX + Bg2W )T,则存
在一个H∞状态反馈控制器,且

F = WX−1,

它是系统(12)的一个H∞状态反馈控制增益.
证证证 系统(12)是系统(13)当F为零矩阵时的一

种特殊情形. 证毕.

图 4 H∞状态反馈控制器的设计

Fig. 4 Design of H∞ state feedback controller

4.2 低低低通通通滤滤滤波波波器器器设设设计计计(Low-pass filter design)
由前述系统的控制精度与低通滤波器的关系

可知,对给定的反馈控制增益F ,低通滤波器设计
的关键是在保证系统鲁棒稳定的条件下, 寻找低
通滤波器的最大转折频率ωc.
不失一般性,不妨假定

ωc = ω̂c + δωc, (16)

其中ω̂c为ωc的一个粗略估计, δωc为待定未知值.
从而,式(9)中的A, Ad可以表示如下:
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A = A0 + A1δωc,

Ad = Ad0 + Ad1δωc,
(17)

其中:

A0 =

[
Ap + BpFp BpFf

−ω̂cCp − ω̂c

]
,

A1 =

[
0 0

−Cp − I

]
.

Ad0 =

[
0 0
0 ω̂c

]
,

Ad1 =

[
0 0
0 I

]
,

对于式(10)中的Q,假定

Q = Q0 − δωcQ1 > 0. (18)

如果下面的矩阵不等式

Π 6 Π0 + δωcΠ1 < 0 (19)

成立,则LMI(10)有解,其中:

Π0 =




PA0+AT
0 P +Q0+λΨTΨ PAd0 PΦ

∗ −Q0 0
∗ ∗ −λI


<0,

Π1 =




PA1 + AT
1 P −Q1 PAd1 0
∗ Q1 0
∗ ∗ 0


 < 0.

若设γ =
1

δωc
,则式(18)和(19)可以表示为

{
Q1 < γQ0,

Π1 < γ(−Π0),
(20)

因此, 对给定的反馈控制增益F , 以及粗略估计
值ω̂c, 低通滤波器的设计问题可以转换为一个
带LMI约束的线性优化gevp问题:

min γ = 1/∆ωc使得式(20)成立,且

P > 0, Q > 0, λ > 0. (21)

对给定的反馈控制增益F ,为寻求低通滤波器
的最大转折频率ωc,采用如下迭代算法:
算算算法法法 1:
步步步骤骤骤 1 给定一个充分小的正常数ε和ω̂c,解标

准化gevp问题(21). 如果(21)无解,则使系统鲁棒稳
定的低通滤波器的转折频率ωc小于ω̂c. 否则,转步
骤2;
步步步骤骤骤 2 解标准化gevp LMI问题(21)获得一个

最大值δωc,令ωc = ω̂c + δωc. 如果δωc小于事先给

定的任意小的正数ε,则ω̂c即为低通滤波器的最大

转折频率ωc,算法结束. 否则,转步骤3;
步步步骤骤骤 3 将步骤2得到的ω̂c代入式(21),重新解

标准化gevp问题(21). 如果有解,则转步骤2.
应用MATLAB中的LMI工具箱[14,15], 利用算

法1可以方便的求解gevp问题(21).

注注注 1 在求解低通滤波器的最大转折频率时, 文

献[10]也采用了迭代算法. 所不同的是, 文献[10]是通过

固定LMI(10)中的参数Q, 并将LMI(10)转化为一个标准的

线性优化gevp问题. 事实上, 如果Q不固定, 通过上述迭代

算法1中的LMI的解, 可以获得更合适的矩阵, 从而可以克

服文献[10]中求解低通滤波器的最大转折频率的保守性.

这从本文中数值仿真实例中也得到了验证.

4.3 低低低通通通滤滤滤波波波器器器与与与H∞状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器的的的最最最优优优
参参参数数数组组组合合合求求求解解解(Solving the optimal combina-
tion parameters of the low-pass filter and H∞
state feedback controller)
为获得保证系统鲁棒稳定性及最高跟踪精度

的F和T =
1
ωc
的组合, 先固定T求取F , 然后再固

定F求取T . 如此反复进行, 直到获得最高控制精
度的重复控制器和低通滤波器的参数组合为止.
具体实现算法如下:

算算算法法法 2:

步步步骤骤骤 1 给定一个充分小的正常数h和ω̂c,

解LMI(14)得一F ;

步步步骤骤骤 2 对步骤1的ω̂c和F , 利用算法1解gevp

问题(21). 若无解,则不存在比ω̂c更高的低通滤波

器的转折频率ωc和能稳的H∞状态反馈控制器的
组合.否则转步骤3;

步步步骤骤骤 3 令ωc = ω̂c + h,解LMI(14). 如果该问

题无解,算法停止,否则转转步骤4;

步步步骤骤骤 4 将求得的H∞状态反馈控制器代入
gevp问题(21)求解. 如果采用算法1求出最大低通

滤波器的转折频率大于当前的ωc, 则转步骤5, 否

则,继续增大ωc,重复步骤3;

步步步骤骤骤 5 将步骤4求得的最大低通滤波器的转

折频率代入解LMI问题(14), 如果该问题无解, 重

复步骤3,否则转步骤4.
算法终止时取最大低通滤波器的转折频率ωc

以及相应的H∞状态反馈控制器,即为保证系统鲁

棒稳定且跟踪精度最高的F和T =
1
ωc
的组合.
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5 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
设控制对象具有如下参数:




AP =

[
−2 3

4 − 5

]
, BP =

[
1
2

]
,

CP =
[
6 0

]
, ΦP =

[
0 0
1 0.1

]
,

Γ (t) =

[
sin(0.1πt) 0

0 cos(0.1πt)

]
,

ΨA =

[
1 0
0 1

]
, ΨB =

[
0.5
0

]
.

(22)

参考输入为

r(t) = sin
2πt

10
+ 0.5 sin

4πt

10
+ 0.5 sin

6πt

10
,

选择

h = 0.1, ε = 10−4,

利用算法2,求得

ωc = 238.55 rad/s,

F = [619.78 − 29.566 − 284.99].

注注注 2 针对求得的状态反馈增益, 采用文献[10]的

迭代算法, 仍固定Q = 0.01I , 求得最大转折频率仅

为ωc = 13.399 rad/s. 显然, 本文提出的算法, 求得的最

大转折频率远远高于文献[10]的结果.与文献[10]的算法相

比,本文提出的算法明显降低了求取低通滤波器最大转折

频率算法的保守性,从而提高了重复控制系统的稳态控制

精度.

系统仿真结果示于图5. 经过一个周期后,系统
输出便基本进入了稳定状态, 并且对系统的容许
不确定性, 设计的重复控制器不但能保证系统的
稳定,而且稳态相对误差仅为±0.8%,系统输出能
较好的跟踪参考输入.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类不确定线性系统,研究了重复控

制系统中同时优化重复控制器和低通滤波器参数

的设计问题.通过引入状态反馈控制器,把重复控
制器的设计问题转化为H∞状态反馈增益的设计
问题,为了获得低通滤波器最大转折频率,进一步
将设计问题转化为基于LMI约束的凸优化问题.在
此基础上, 提出了获得低通滤波器最大转折频率
和H∞状态反馈增益的迭代算法,它在保证系统鲁
棒稳定的同时, 能获得实现高精度控制的重复控
制器和低通滤波器的参数组合. 仿真算例说明了
所提方法的有效性.

(a) 参考信号(点线) 跟踪输出(实线)

(b) 控制输入

(c) 跟踪误差
图 5 仿真结果

Fig. 5 Simulation results

参参参考考考文文文献献献(References):
[1] HARA S, YAMAMOTO Y, OMATA T, et al. Repetitive control sys-

tem: a new type servo system for periodic exogenous signals[J].
IEEE Transactions on Automatic Control, 1988, 33(7): 659 – 668.

[2] 中野道雄,山本裕,井上悳,等.缲り返し制御[M].东京: 计测自动
制御学会, 1990: 19 – 26.
(NAKANO M, YAMAMOTO Y, INOUE T, et al. Repetitive Con-
trol[M]. Tokyo: Auto control Press, 1990: 19 – 26.)
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