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(北京理工大学 信息科学与技术学院 自动控制系, 北京 100081)

摘要:对一类压电迟滞系统模型,设计了3阶滑模跟踪控制器. 引入辅助变量项,对3阶滑模函数获得了一种特定
动态方程;根据这个动态方程,求出了滑模控制量;采用Lyapunov方法证明并分析了所有滑模平面的稳定性. 仿真
实验验证了该滑模跟踪控制器的有效性.
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Design of third-order sliding-mode tracking controller for
piezoelectric hysteretic systems
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Abstract: A third-order sliding-mode controller is designed for a class of piezoelectric hysteretic models. By introduc-
ing an auxiliary variable term, we obtain a special dynamic equation for the third-order sliding-mode function. Based on
this dynamic equation, we design the third-order sliding-mode control law. By using the Lyapunov method, the stabilities
of all sliding-mode planes are proved and analyzed. Simulation results show the validity of the third-order sliding-mode
tracking controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
纳米技术被认为是21世纪的科学前沿. 目前,作

为关键技术之一的纳米定位技术,在大规模集成电
路、微机械、航天技术、计量科学与技术、光学与

电子工程、精密工程、生物芯片制造、纳米科学与技

术等领域具有迫切的需求. 在目前的纳米定位系统
中,压电陶瓷驱动器是首选的纳米定位执行器件,它
作为一种新型的智能材料又表现出了其他智能材

料(铁磁材料、铁电材料、形状记忆合金材料等)所固
有的迟滞特性. 压电陶瓷执行器的迟滞非线性属于
非局部存储型迟滞非线性, 系统下一时刻的输出不
仅取决于当前时刻的输入, 而且还与输入的历史状
态有关. 迟滞系统还具有多映射性,即在相同的输入
下,可能产生不同的输出或者在相同的输出下,可以
有不同的输入. 因此,在高精度的跟踪系统中,要想
提高系统的跟踪精度,往往需要解决压电模型的迟
滞控制问题.

滑模控制[1∼4]作为一种变结构控制方法对满足

匹配条件的外部扰动和参数扰动具有不变性的特

点, 同时其设计简单, 容易实现, 对于复杂非线性系
统的控制具有广泛的应用前景. 因此,可以考虑采用
滑模控制策略来实现压电系统的跟踪控制问题.然
而,传统的滑模控制存在一个固有的缺陷,即具有抖
振现象.由于抖振现象的客观存在,从一定程度上降
低了滑模控制的控制效果.因此,降低滑模控制中抖
振现象的研究是滑模变结构控制的一个重要的研究

方向.
目前, 针对降低滑模控制抖振问题的研究有多

种. 从广义上讲,可以分为两大类: 1)从解决不连续
控制量的角度出发,提出的连续函数逼近法,就是采
用连续的函数(饱和函数或sigmoid函数等)来替代产
生切换控制动作的符号函数或者不连续的控制量[5],
这种方法又称为边界层法, 其最大的缺点就是由于
边界层的引入降低了系统的控制精度,而且整个系
统的状态误差与边界层的厚度有关; 2)目前采用更
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多的动态滑模方法[6]以及高阶滑模方法[7∼10]. 动态
滑模或者高阶滑模在保证滑模函数高阶导数收敛的

情况下, 能够产生更高的控制精度,因此, 它既保留
了传统滑模控制所具有的抗扰性的优点, 又能够有
效地降低抖振现象.本文就是针对一类典型的压电
迟滞模型来研究3阶滑模跟踪控制器的设计问题.其
思想就是通过引入辅助变量项来构造关于滑模函

数3阶微分的标准动态方程,并在此标准的动态方程
基础上设计3阶滑模控制器, 然后, 采用Lyapunov方
法对系统稳定性进行证明. 最后,通过仿真实验对所
设计的3阶滑模控制器的有效性进行验证.

2 压压压电电电迟迟迟滞滞滞系系系统统统模模模型型型 (Model of Piezoelectric
hysteresis systems)
考虑如下所示的一类三层双晶片压电柱迟滞系

统动态模型[11]:

mẍ + cẋ + kx = k(de · u− z), (1)

ż = αde · u̇− β|u̇|z − γu̇|z|. (2)

这里: x(t)表示整个压电系统的输出; z(t)表示迟滞
非线性动态的输出; u(t)表示施加于压电执行器的
输入电压; m, c, k 以及de 表示压电系统的质量, 阻
尼,刚度以及有效压电系数; α, β, γ为影响迟滞曲线

形状的参数. 整个压电迟滞系统的输入输出特性如
图1所示.

图 1 压电迟滞系统输入输出特性

Fig. 1 Input-output feature of PES

从图1中可以看出,在压电系统中,由于迟滞特性
的存在, 其输入输出特性呈现出多值映射关系. 从
式(1)可以看出,如果迟滞特性的影响是有界的,则可
以将其转化成一个外部有界扰动作用于系统中, 这
样可以简化控制器的设计.
进一步分析上述模型动态,可以得到此类迟滞模

型具有如下性质:

性性性质质质 1 对于方程(2)所描述的迟滞模型, 如果
迟滞模型的输入u和u̇是有界的(即: ‖ u ‖ + ‖ u̇ ‖6

Um , 其中Um为正常数), 则迟滞输出z(t)是有界的,
即存在一个正实数Zm 满足: ‖ z(t) ‖|‖u‖+‖u̇‖6Um

6
Zm .

对于性质1,可以采用Lyapunov方法加以证明. 其
思路是将迟滞模型(2)分段展开为:

ż =





αde · u̇− βu̇z − γu̇z, (u̇, z) ∈ Q1,

αde · u̇− βu̇z + γu̇z, (u̇, z) ∈ Q2,

αde · u̇ + βu̇z − γu̇z, (u̇, z) ∈ Q3,

αde · u̇ + βu̇z + γu̇z, (u̇, z) ∈ Q4.

(3)

其中:

Q1 , {u̇ > 0
⋂

z > 0},
Q2 , {u̇ > 0

⋂
z < 0},

Q3 , {u̇ < 0
⋂

z > 0},
Q4 , {u̇ < 0

⋂
z < 0}.

对于子集合Q1,定义Lyapunov能量函数V =
0.5z2,因此,可以得到其微分为:

V̇ |Q1 = zż = z(αde · u̇− βu̇z − γu̇z) =

zu̇[αde − (β + γ)z]. (4)

可见, 当z > αde

β + γ
时, 满足上式为负定的稳

定条件. 同时注意到: 如果z(0) 6 αde

β + γ
, 由于

此时无法确定其稳定性(Lyapunov函数大于零), 所

以即使z 是发散的, 也只能发散到z =
αde

β + γ
, 因

为z > αde

β + γ
是Q1 中的收敛域. 总之, 它总会收敛

到
αde

β + γ
. 所以可以得到:

sup
t>0

u,z∈Q1

|z(t)| = max(z(0),
αde

β + γ
). (5)

同理,对其他3个子集合进行分析,可以得到

sup
t>0

u,z∈Q2

|z (t) | = z(0),

sup
t>0

u,z∈Q3

|z (t) | = z(0),

sup
t>0

u,z∈Q4

|z (t) | = max(z(0),
αde

β + γ
).

因此,综上所述,对于迟滞部分的界综合起来可
以表示为:

sup
t>0

u,z∈R

|z (t) | = max(z(0),
αde

β + γ
).
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进一步有

‖ z (t) ‖|‖u‖+‖u̇‖6Um
6 Zm,

其中Zm = max(z(0),
αde

β + γ
).

这样, 根据性质1就可以将迟滞部分的动态等效
成一个有界的扰动项作用于系统.此时采用滑模控
制方法就能够有效地解决迟滞动态对整个迟滞模型

的影响,也就是间接降低了迟滞现象所引起的控制
误差.

3 3阶阶阶滑滑滑模模模控控控制制制器器器设设设计计计(Design of third order
sliding mode controller)
本节将具体讨论3阶滑模控制器的设计问题.
首先令x1 = x, x2 = ẋ, 因此, 整个迟滞模

型(1)(2)可以转化为



ẋ1 = x2,

ẋ2 =
1
m

(−cx2−kx1)+
1
m

kde · u+R(t) =

G(X) + bu + R(t).

(6)

这里:

X = (x1, x2)T, G(X) =
1
m

(−cx2 − kx1),

b =
1
m

kde, R(t) = − k

m
z(t).

定义误差变量为e = x1 − yr, 其中yr 为需要跟

踪的参考信号,它可以由给定输入下的一个参考迟
滞模型的输出来产生.
进一步定义积分型滑模函数为

σ = e + c1

w t

0
e(t)dτ. (7)

这里c1为正常数.
因此,可以得到滑模函数的微分为

σ̇ = ė + c1e. (8)

进一步,可得

σ̈ = ë + c1ė = ẋ2 − ÿr + c1(ẋ1 − ẏr) =

f(X) + b · u + R(t). (9)

其中f(X) = − k

m
x1 + (c1 − c

m
)x2 − ÿr − c1ẏr.

所以,对上式进一步微分,可得
...
σ =

∂f

∂X
Ẋ + bu̇ + Ṙ(t) =

∂f

∂x1

ẋ1 +
∂f

∂x2

ẋ2 + bu̇ + Ṙ(t). (10)

从式(9)可以得到

ẋ2 = ë + ÿr = σ̈ + ÿr − c1ė. (11)

代入式(10),可以得到关于滑模函数3阶微分的动态

方程(12):
...
σ =

∂f

∂x1

x2 +
∂f

∂x2

(σ̈ − c1ė + ÿr) + bu̇ + Ṙ(t) =

∂f

∂x1

x2+
∂f

∂x2

σ̈+
∂f

∂x2

(ÿr−c1ė)+bu̇+Ṙ(t). (12)

引入一个辅助控制项η(X)σ̈ ,可以将上述动态方程
转化成如下所示的一种特定标准形式:

...
σ + η(X)σ̈ = ϕ(X) + υ + D(t). (13)

这里η(X)为有界的正实函数或正常实数. 同时,有

ϕ(X)=
∂f

∂x1

x2+[η+
∂f

∂x2

]f+
∂f

∂x2

(ÿr−c1ė), (14)

υ = [η(X) +
∂f

∂x2

]bu + bu̇, (15)

D(t) = [η(X) +
∂f

∂x2

]R(t) + Ṙ(t). (16)

这样,压电迟滞系统的3阶滑模控制的标准结构模型
可以表示成

...
σ = −η(·)σ̈ + ϕ(X) + υ + D(t). (17)

注意到, 这里中间控制量υ 实际上是一个虚

拟控制量, 它是由实际输入控制量u 经过变换而

来. 设计3阶滑模控制器的目标就是通过设计中
间控制量υ 使得滑模函数3阶以下的导数均为零,
即σ = σ̇ = σ̈ = 0,从而使系统状态误差e也收敛到

零.
至此, 已经完成了整个压电迟滞系统的标准3阶

滑模控制器的结构设计,下一节将具体求取滑模控
制律,并对所设计的3阶滑模控制器的稳定性进行分
析与证明.

4 3阶阶阶 滑滑滑 模模模 跟跟跟 踪踪踪 控控控 制制制 器器器 的的的 稳稳稳 定定定 性性性 分分分
析析析(Stability analysis of the third order slid-
ing mode tracking controller)
为了证明3阶滑模控制器的稳定性,针对压电迟

滞模型的3阶动态方程(17)作如下假设:

A1) 0 < |ϕ(X)| 6 ϕm, X ∈ R2,这里ϕm为正

常数;

A2) 0 6 |D(t)| 6 dm, t ∈ R,这里dm为正常数.
下面将提出保证滑模平面收敛的稳定性定理.

定定定理理理 针对式(1)(2)所示的压电迟滞系统, 采
用(17)所构造的标准3阶滑模动态方程形式,如果滑
模控制律设计如式(18)所示:

υ = −ρ1sgn σ̇ − ρ2sgn σ̈, (18)

这里ρ1, ρ2 为正常数,则整个3阶滑模控制器是渐近
稳定的.

证证证 这里采用基于Lyapunov定理的证明方法.
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可以定义Lyapunov能量函数为

V1 =
1
2
σ̈2 + ρ1|σ̇|. (19)

因此,当σ̇ 6= 0时,可以得到其微分形式为

V̇1 = σ̈ · ...
σ + ρ1σ̈sgn σ̇ =

σ̈[−ησ̈ + ϕ + υ + D(t) + ρ1sgn σ̇]. (20)

将式(18)所示控制量代入,可得

V̇1 = σ̈[−ησ̈ + ϕ(X) + υ + D(t) + ρ1sgn σ̇ =

σ̈[−ησ̈−ρ1sgn σ̇−ρ2sgn σ̈+D(t)+ρ1sgn σ̇]6
−η(X)σ̈2 − |σ̈|(ρ2− ‖ ϕ + D(t) ‖). (21)

可以看到,如果取增益ρ2 = δ +ϕm +dm,这里δ > 0
为任意小的正常数,则可以得到

V̇1 6 −η(X)σ̈2 − δ|σ̈| 6 0, (22)

因此,滑模函数的二阶导数是稳定的. 下面,我们需
要进一步分析其收敛性.
将式(22)两边同时积分,可以得到:w t

0
V̇1dτ 6 −

w t

0
η(X)σ̈2dτ −

w t

0
δ|σ̈|dτ. (23)

所以有

06
w t

0
η(X)σ̈2dτ +

w t

0
δ|σ̈|dτ 6V1(0)−V1(t)<∞.

(24)

因此,可以得到以下结论:w t

0
η(X)σ̈2dτ < ∞, (25)

w t

0
δ|σ̈|dτ < ∞. (26)

进一步,可得σ̈ ∈ L∞ , σ̈ ∈ L2 ,即:

sup
t>0,X∈R2

|σ̈| =‖ σ̈ ‖∞< ∞, (27)

w ∞
0

σ̈2dτ =‖ σ̈ ‖2< ∞. (28)

同时, 注意到式(17)右边各项均是有界的, 可以得
到

...
σ ∈ L∞ ,所以,根据Barbalat定理可以得到σ̈是渐

近稳定的,即 lim
t→∞

σ̈ = 0 . 因此,有σ̇ =const . 假设此

时σ̇ 6= 0,所以由式(18)可以得到υ 6= 0,考虑方程(9),

当υ = [η(t) +
∂f

∂x2

]bu + bu̇时, 不可能使等式左边

恒等于零. 所以,可以得出,当σ̈ 收敛到零的时候, σ̇

也必然同时收敛到零.
现讨论σ̇ = 0时的情况: 结合式(8)可得

ė = −c1e. (29)

针对系统的误差变量定义Lyapunov函数V2 =
1
2
e2,

因此有

V̇2 = eė = −c1e
2. (30)

根据Lyapunov稳定判定定理, 可以得到 lim
t→∞

e(t) =

0,即跟踪误差变量e也是渐近收敛的. 证毕.
说说说明明明 1 广义上讲,高阶滑模控制器阶数r的定义可以

由滑模函数的微分σ = · · · = σ(r−1) = 0 (另外一种定义是

通过所求控制量所含的多少阶微分(即u(r−1))来界定,这种

方法似乎不够全面)来界定. 本文中所提的3阶滑模控制器,

是在广义的基础上来定义的,也就是说控制的目标是将滑

模平面的3阶导数控制到零,由于这里采用的是误差变量的

积分形式来构造的滑模平面,所以虽然同样是控制滑模函

数的二阶及其以下的各阶微分为零(即σ = σ̇ = σ̈ = 0 ),但

是对于实际控制量来说只是出现了其一阶微分(即u̇ ),这其

实又属于通常的二阶滑模控制器设计的结果.

说说说明明明 2 从定理的证明过程可以看出, 3阶滑模控制

器的收敛速度体现在辅助项η(X)上,其形式是可以任意选

取的,虽然在中间控制量υ 中无法直接看到其影响,但是在

实际控制量u中,它的变化能够改变一阶惯性环节各参数,

即该控制器可以近似地看作是一组一阶滤波器簇,关于中

间控制量对于实际的输入控制量所具有滤波作用的分析,

有兴趣的读者可以参见参考文献[12]. 下一节中,我们将选

择两种不同的形式辅助项η(X)来定性地比较其影响,并验

证3阶滑模跟踪控制器的有效性.

说说说明明明 3 本文重点讨论的一个问题就是采用高阶滑

模的方法来实现压电迟滞模型的跟踪问题,实际上,压电执

行器中存在的迟滞特性是严重影响其定位精度的一个重要

因素,以前的方法大都是设计迟滞的逆模型来进行迟滞补

偿,这些方法往往过于复杂,本文的一个思路就是通过分析

迟滞特性的模型特征将迟滞部分影响等效为一个有界的扰

动项,这样就可以通过滑模控制的优点来消除扰动的影响,

从而间接地降低迟滞特性的影响,起到了补偿迟滞的效果.

同时,高阶滑模控制又较传统的滑模控制更优越,它不但具

有传统滑模的优点,而且能够有效地降低滑模控制所固有

的抖振现象,这也是本文采用3阶滑模控制来实现压电迟滞

模型的跟踪问题的一个重要原因.

5 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulation analysis)
为验证3阶滑模控制器的控制效果,我们在仿真

中选取迟滞模型的参数[11]为: m = 1.595× 10−2 kg,
c = 1.169 Ns/m, k = 3.197×103 N/m, de = 1.014×
10−6 m/V, α = 4.297 × 10−1, β = 3.438 × 10−2,
γ = −2.865× 10−3. 跟踪的期望信号由一个给定正
弦信号输入到一个参考迟滞模型来产生,其参数为:
mr = 1.0×10−2 kg, cr = 1.0 Ns/m, kr = 3.0×10−3

N/m, der = 1.00 × 10−6 m/V, αr = 4.0 × 10−1

, βr = 3.0 × 10−2, γr = −2.0 × 10−3. 采用正
弦信号ur = 100 sin(20πt + π/2) V作为参考迟滞
模型的输入激励. 3阶滑模跟踪控制器的参数为:
c1 = c/m + 1, ρ1 = 180, ρ2 = 110, ρ3 = 20. 选
取η1(X) = ρ3 ‖ X(t) − X(0) ‖2, 这里‖ X ‖2=
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[
2∑

i=1

x2
i ]

1/2 为Euclidean范数;以及η2 = ρ3 来验证3阶

滑模控制器的跟踪效果.
图2是在η1(X) = ρ3 ‖ X(t) −X(0) ‖2 情况下,

迟滞模型的输出跟踪参考模型的输出曲线,可以看
出,迟滞模型的输出能够很好地跟踪参考模型产生
的期望输出. 图3是系统的跟踪误差曲线e 、滑模平

面σ 及其导数σ̇ 的收敛曲线, 从图中可以看出它们
具有较高的精度.
图4是在η2 = ρ3情况下,迟滞模型的输出跟踪参

考模型的输出曲线,可以看出,迟滞模型的输出在最
初情况下具有较大的误差, 但是其能够迅速地跟踪
参考模型产生的期望输出.图5是系统的跟踪误差曲
线e、滑模平面σ 及其导数σ̇ 的收敛曲线,从图中同
样可以看出它们具有较高的跟踪精度.
从上面两组仿真曲线比较可以看出,当η(X) =

const 时动态过程较快, 但初始阶段跟踪误差较大;
当η(X)为相同增益下的时变正实函数时,动态过程
收敛较慢,但其跟踪精度较高. 这里,只对两种特定
的辅助项形式进行定性的比较, 而对于其他可能的
辅助项形式对于跟踪速度及精度的定量影响将是我

们今后工作的一个重点.

图 2 在η1(X) = ρ3 ‖ X(t)−X(0) ‖2情况下的迟滞
输出跟踪曲线

Fig. 2 Tracking curve of hysteresis output under

η1(X) = ρ3 ‖ X(t)−X(0) ‖2

图 3 在η1(X) = ρ3 ‖ X(t)−X(0) ‖2情况下的误差和
滑模函数收敛曲线

Fig. 3 Convergent curves of error variable and sliding

functions under η1(X)=ρ3 ‖ X(t)−X(0) ‖2

图 4 在η2(X) = ρ3情况下的迟滞输出跟踪曲线

Fig. 4 Tracking curve of hysteresis output under η2 = ρ3
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图 5 在η2 = ρ3情况下误差和滑模函数收敛曲线

Fig. 5 Convergent curves of error variable and sliding

functions under η2 = ρ3

6 结结结论论论(Conclusion)
针对一类典型的压电迟滞动态模型,提出了一种

基于3阶滑模原理的跟踪控制器. 该控制器既保留了
传统滑模控制所具有的优点, 同时又能有效地降低
传统滑模的抖振现象.仿真实验结果验证了这种3阶
滑模跟踪控制器对于具有迟滞特性的压电系统控制

的有效性.
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