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摘要:对离散广义系统,考虑了关于二次型供给率严格耗散控制问题.建立了严格耗散与扩展严格正实之间的
等价性. 利用线性矩阵不等式(LMI), 给出了离散广义系统严格耗散的充分必要条件, 并着重推导了其成立的严
格LMI条件.针对输入向量维数等于状态向量维数的系统,分别利用非严格LMI及严格LMI,讨论了状态反馈下的严
格耗散控制问题,并给出控制器的设计方法. 也讨论了输入向量维数小于状态向量维数的情况. 最后通过仿真算例
说明所给方法的有效性和普遍性,同时显示了严格LMI条件在耗散控制问题中,比非严格LMI具有的优势.
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Abstract: For discrete-time descriptor systems, we consider the problem of strictly dissipative control with quadratic
supply rate. Equivalence between the strict dissipativity and the extended strictly positive realness is established. By using
the linear matrix inequality (LMI), we derive the necessary and sufficient conditions for discrete-time descriptor systems
to be strictly dissipative, and provide the conditions in the form of strict LMI. When the dimension of input equals the
dimension of state, we discuss the state-feedback dissipative control by means of the non-strict LMI and the strict LMI,
respectively, and present the design method for the controller. We also discuss the case where the dimension of input is
lower than the dimension of state. Numerical examples illustrate the effectiveness and universality of the proposed method,
and show the advantages of the strict LMI condition over the non-strict LMI condition in the dissipative problem.
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1 引引引言言言(Introduction)
耗散性系统理论由Willems于1972年提出[1,2],其

后成为电路、系统及控制理论中十分重要的概念.
文献[3∼5]进一步发展了有关理论, 主要用于研究
非线性系统的稳定性. 事实上, 耗散系统理论是无
源理论、界实引理、卡尔曼-雅柯鲍维奇引理以及圆
判据定理的广义化. 近年来已有学者研究基于耗
散系统理论的反馈控制器的分析与综合问题[6∼8],
结果表明线性离散系统的严格二次型耗散性可等

效于H∞性能或扩展严格正实性, 耗散控制器或鲁
棒耗散控制器存在的条件和综合问题可等价于一

个代数Riccati不等式或线性矩阵不等式(LMI)的可
解性. 对于正常系统的耗散控制已有很多有价值
的结果[1∼10], 而有关广义系统的耗散性研究成果
还不多见[11∼13], 文献[13]利用广义的KYP(Kalman-
Yacubovich-Popov)引理, 用线性矩阵不等式给出了

广义连续系统耗散的充分必要条件.本文利用广义
系统的严格耗散性与扩展严格正实之间的关系,给
出了离散广义系统严格耗散的充分必要条件,其中
主要推导了其成立的严格LMI条件, 同时给出了相
应的控制器设计,并举例说明本文所给方法具有普
遍性和一定的优越性.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
考虑如下离散广义系统:

Ex(k + 1) = Ax(k) + Bω(k), (1a)

z(k) = Cx(k) + Dω(k), (1b)

其中x(k) ∈ Rn为系统的状态向量, ω(k) ∈ Rp 为外

部输入向量, z(k) ∈ Rq 为输出向量, E, A, B, C, D

为适当维数矩阵,且E满足rank E = r 6 n.

定定定义义义 1 [14] (a)如果存在z ∈ R,使得det(zE −
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A) 6= 0,则称矩阵对(E, A)为正则的;
(b)如果deg(det(zE − A)) = rank E,则称矩阵

对(E, A)是因果的;
(c)如果λ(E, A)⊂Dint(0, 1),则称矩阵对(E, A)

是稳定的;
(d)如果矩阵对(E, A)是正则,稳定且因果的,则

称系统(1a)是正则,稳定且因果的,或者称系统为容
许的.

其中: λ(E, A) = {λ|det(λE − A) = 0},
Dint(0, 1)表示以原点为圆心,以1为半径的圆.
考虑矩阵W = WT ∈ R(q+p)×(q+p) 以及二次型

函数,即供给率

s(z, ω) =
[
zT(k) ωT(k)

]
W

[
z(k)
ω(k)

]
.

定定定义义义 2 系统(1a)是容许的, 且满足对任意
的N > 0及ω(k) ∈ l2[0,∞),有

N∑
k=0

s(z(k), ω(k)) > 0 (2)

成立,则称离散广义系统(1a)(1b)关于供给率s(z, ω)
是耗散的. 如果不等式严格成立, 则称系统(1a)(1b)
关于供给率s(z, ω)是严格耗散的.

定义2是从频域上分析广义系统的耗散性,
式(2)对应于时域上的条件为:

[
G∗(z) I

]
W

[
G(z)

I

]
> 0,∀z ∈ C,

其中G(z) = C(zE −A)−1B + D,并假设G(z)是可
控可观的.

设W =

[
Q S

ST R

]
, 其中Q ∈ Rq×q, S ∈ Rq×p,

R ∈ Rp×p, 此时, 令M(z) = G∗(z)QG(z) +
G∗(z)S + STG(z) + R,则根据定义2,相应地,有

定定定义义义 3 如果系统(1a)是容许的且满足M(ejθ)
> 0,∀θ ∈ [0, 2π),则称系统(1a)(1b)关于(Q,S, R)是
耗散的. 如果系统(1a)是容许的且满足M(ejθ) > 0,
∀θ ∈ [0, 2π), 以及M(∞) > 0, 则称系统(1a)(1b)关
于(Q,S, R)是严格耗散的.

系统(1a)(1b)关于(Q,S, R)严格耗散性包括扩展
严格正实性(ESPR)和H∞性能等, 当Q = 0, S =
I , R = 0时, 系统(1a)(1b)是ESPR的; 当Q = −I ,
S = 0, R = γ2I 时, 系统(1a)(1b)具有H∞性能γ.
假设Q 6 0, 则包括上述两种情况. 另外, 还用到以
下引理:

引引引理理理 1 [15] 对于适维矩阵Q, H , E,其中Q对称,
则不等式

Q + HFE + ETFTHT < 0,

对于所有满足FTF 6 I的F成立, 当且仅当存
在ε > 0,使得满足

Q + εHHT + ε−1ETE < 0.

3 离离离 散散散 广广广 义义义 系系系 统统统 的的的 耗耗耗 散散散 分分分 析析析 与与与 控控控

制制制(Dissipative analysis and control for
discrete-time descriptor systems)

3.1 离离离散散散广广广义义义系系系统统统的的的耗耗耗散散散性性性分分分析析析(Dissipative
analysis for discrete-time descriptor systems)

为分析系统的耗散性,得到系统严格耗散的充分
必要条件,引入以下增广系统:

Ex(k + 1) = Ax(k) + Bω(k), (3a)

z(k) = Cx(k) + Dω(k), (3b)

其中:

B =
[
B 0

]
, C =

[
STC

−TTC

]
,

D =
[
R/2 + STD 0

−TTD Iq/2

]
,

T = (−Q)1/2为−Q的对称分解.

定定定理理理 1 下面的命题等价:

(a) 系统(1a)(1b)关于(Q,S, R)是严格耗散的.

(b) 系统(3a)(3b)是容许且ESPR的.

(c) 存在对称阵Y ∈ Rn×n,满足


ATY A−ETY E ATY B−CTS CTT

∗ ζ DTT

∗ ∗ −I


 < 0, (4a)

ETY E > 0, (4b)

其中ζ = BTY B −DTS − STD −R.

(d) 存在0 < P ∈ Rn×n 以及对称矩阵W ∈
R(n−r)×(n−r),使得


Ψ11 Ψ12 CTT

∗ Ψ22 DTT

∗ ∗ −I


 < 0, (5)

其中:

Ψ11 = AT(P − ET
0 WE0)A− ETPE,

Ψ12 = AT(P − ET
0 WE0)B − CTS,

Ψ22 = BT(P − ET
0 WE0)B −DTS − STD −R,

E0 ∈ R(n−r)×n, 满足rank E0 = n − r, null(E0) =
range(E).

证证证 由文献[8], 易得条件(a)(b)是等价的, 由文
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献[16]可得(b)和(c)是等价的. 下证(b)(d)是等价的,
则易知(c)(d)也是等价的.

(d)⇒(b) 取Y = P − ET
0 WE0, 因为P正定,

容易验证若式(5)成立, 则式(4a)(4b)成立, 则系
统(3a)(3b)是容许且ESPR的.

(b)⇒(d) 假设系统(3a)(3b)是容许的, 则存在可
逆矩阵M , N ∈ Rn×n使得

MEN =
[
Ir 0
0 0

]
,MAN =

[
A1 0
0 In−r

]
. (6)

令MB =
[
BT

1 BT
2

]T
, CN =

[
C1 C2

]
, 其中B1 ∈

Rr×(p+q), B2 ∈ R(n−r)×(p+q), C1 ∈ R(p+q)×r, C2 ∈
R(p+q)×(n−r).

并令M = [MT
1 MT

2 ]T, 其中: M1 ∈Rr×n, M2 ∈
R(n−r)×n,则有M2E =[0 0], M2AN = [0 In−r].
记MEN = Ẽ, MAN =Ã, MB=B̃, CN = C̃.

由条件知系统(3a)(3b)是容许且ESPR的, 根据文
献[17]及矩阵性质可得,存在对称矩阵Y ,使得[

ATY A− ETY E ATY B − C
T

∗ B
T
Y B −D

T −D

]
< 0,

ETY E > 0,

则矩阵K = M−T Y M−1满足下列不等式:[
ÃTKÃ− ẼTKẼ ÃTKB̃ − C̃T

∗ B̃TKB̃ −D
T −D

]
< 0, (7a)

ẼTKẼ > 0. (7b)

容易看出,系统(E, A, B,C, D)的扩展严格正实
性与受限等价系统(Ẽ, Ã, B̃, C̃, D̃)的扩展严格正实
性是等价的.

令K =
[
K11 K12

∗ K22

]
,由式(7b)可得K11 > 0.

将B̃, C̃ 及K的参数表达式代入式(7a), 可得
式(8): 


AT

1 K11A1 −K11 AT
1 K12 Υ13

∗ K22 Υ23

∗ ∗ Υ33


 < 0. (8)

其中:

Υ13 = AT
1 K11B1 + AT

1 K12B2 − CT
1 ,

Υ23 = KT
12B1 + K22B2 − CT

2 ,

Υ33 = −D −D
T

+ BT
1 K11B1 + BT

1 K12B2 +

BT
2 KT

12B1 + BT
2 K22B2.

对式(8)右乘矩阵




I 0 0
0 B2 −I

0 −I 0


 ,

左乘其转置,即
[
M1 M2

∗ K22

]
,其中:

M1 =
[
AT

1 K11A1 −K11 CT
1 −AT

1 K11B1

∗ z

]
,

M2 =
[ −AT

1 K12

BT
1 K12 − C2

]
,

z = −D −D
T

+ BT
1 K11B1 + BT

2 CT
2 + C2B2,

因此, M1 < 0,令K11 = K11 + µI > 0,其中µ为大

于零的充分小正数使得[
AT

1 K11A1 −K11 CT
1 −AT

1 K11B1

∗ z

]
=

M1 + µ

[
AT

1 A1 − I −AT
1 B1

∗ BT
1 B1

]
< 0.

z = −D −D
T

+ BT
1 K11B1 + BT

2 CT
2 + C2B2.

取K22 = −αI , K12 = 0,由Schur补引理以及当α充

分大时,可得M1 −M2M
−1
3 M2 < 0.

因此可得K =
[
K11 0
0 K22

]
K

T
满足

[
ÃTKÃ− ẼTKẼ ÃTKB̃ − C̃T

∗ B̃TKB̃ −D
T −D

]
< 0. (9)

令U ∈ R(n−r)×(n−r)为 任 一 正 定 阵, V ∈
R(n−r)×(n−r)为任一可逆阵,则

ÃTKÃ =[
AT

1 0
0 I

] [
K11 0
0 U

] [
A1 0
0 I

]
+

[
0 0
0 −U + K22

]
=

[
AT

1 0
0 I

] [
K11 0
0 U

] [
A1 0
0 I

]
−

[
0

In−r

]
(U −K22)

[
0 In−r

]
=

NTATMT

[
K11 0
0 U

]
MAN −

NTATMT
2 V TV −T (U −K22)V −1V M2AN,

ẼTKẼ = ẼT

[
K11 0
0 K22

]
Ẽ =

NTETMT

[
K11 0
0 U

]
MEN.
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令

P = MT

[
K11 0
0 U

]
M, E0 = V M2,

W = V −T(U −K22)V −1,

则式(9)即 [
NT 0
0 I

]
Γ

[
N 0
0 I

]
< 0,

其中:

Γ =

[
ATΞA− ETPE ATΞB − C

T

∗ −D −D
T

+ B
T
ΞB

]
,

Ξ = P − ET
0 WE0.

故有Γ < 0. 将B, C, D 的表达式带入上式即可

得式(5). 证毕.
注注注 1 当考虑系统具有H∞性能γ时, 条件(d)即为

文[17]中定理2, 但是文[17]仅仅给出了系统具有H∞范数
的条件,没有包含正实性条件,也没有给出具体的控制器设

计.下面来研究有关控制问题.

3.2 离离离散散散广广广义义义系系系统统统的的的耗耗耗散散散控控控制制制(Dissipative con-
trol for discrete-time descriptor systems)

考虑如下系统:　　　

Ex(k+1)=Ax(k)+Bω(k)+B1u(k), (10a)

z(k) = Cx(k) + Dω(k), (10b)

其中: u(k) ∈ Rm为控制输出, B1 ∈ Rn×m, 其他矩
阵同前. 本节的目的是寻找状态反馈:

u(k) = Gx(k),

其中G ∈ Rm×n为反馈增益,使得闭环系统

Ex(k + 1) = Acx(k) + Bω(k), (11a)

z(k) = Cx(k) + Dω(k) (11b)

是严格耗散的. 其中Ac = A + B1G.
首先考虑输入向量与状态向量维数相等时的情

况,即m = n时的情形. 根据定理1,有

定定定理理理 2 系统(11a)(11b)关于(Q,S, R)是严格耗
散的充分条件是:

a) 如果存在对称阵Y ∈ Rn×n, 0 < Z ∈ Rn×n

以及常数ε1 > 0满足

ATY A−ETY E+Z ATY B−CTS CTT ATY B1

∗ ζ DTT BTY B1

∗ ∗ − I 0
∗ ∗ ∗ − ε1I


<0,

ETY E > 0, ε1I + BT
1 Y B1 > 0,

其中ζ 表达式如定理1. 此时,反馈控制律可取为

u(k) = T−T
1 LTx(k),

其中

Z = LLT, ε1I + BT
1 Y B1 = T1T

T
1

均为对称分解. 或者
b) 存在0 < P ∈ Rn×n, 0 < Z ∈ Rn×n,对称矩

阵W ∈ R(n−r)×(n−r)以及常数ε1 > 0,使得


Ψ11 + Z Ψ12 CTT ATΞB1

∗ Ψ22 DTT BTΞB1

∗ ∗ −I 0
∗ ∗ ∗ −ε1I


 < 0,

ε1I + BT
1 ΞB1 > 0,

其中: Ξ = P − ET
0 WE0, Ψ11, Ψ12, Ψ22表达式如定

理1. 此时,反馈控制律可取为: u(k) = T−T
1 LTx(k) ,

其中Z = LLT, ε1I + BT
1 ΞB1 = T1T

T
1 均为对称分

解.

证证证 根据定理1,系统(11a)(11b)关于(Q,S, R)是
严格耗散的充分必要条件是存在对称阵Y ∈ Rn×n,
满足


AT

c Y Ac − ETY E AT
c Y B − CTS CTT

∗ ζ DTT

∗ ∗ −I


 < 0,

ETY E > 0.

上式等价于




ATY A−ETY E+GTBT
1 Y B1G ATY B−CTS CTT

∗ ζ DTT

∗ ∗ −I


+




GT

0
0







BT
1 Y A

BT
1 Y B

0




T

+




BT
1 Y A

BT
1 Y B

0







GT

0
0




T

<0,

ETY E > 0.

利用引理1及令Z = GT(ε1I + BT
1 Y B1)G可得

定理2条件a). 同理可证得条件b).
当输入向量维数小于状态向量维数, 即m <

n时, 考虑增加 n − m 个虚拟输入 um+1, · · · , un,

令B1 = [B1 0 0]n×n, u = [u1 u2 · · · un]T,
u(k) = Gx(k),则类似上述算法,将定理中B1代换

为B1,可求得控制器G. 实际控制中取所求得控制
器G的前m行即可.
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4 仿仿仿真真真算算算例例例(Numerical examples)
4.1 输输输入入入向向向量量量维维维数数数与与与状状状态态态向向向量量量维维维数数数相相相等等等时时时的的的耗耗耗

散散散控控控制制制(Dissipative control for the system with
input variable dimension equals the state vari-
able dimension)

系统(10a)(10b)中各参数矩阵如下:

E =



−5 20 0
−1 4 0

0 0 0


 , A =



−4 − 6 2
−3 1 6

3 6 4


 ,

B =




5 − 7 2
3 − 8 4

−5 2 6


 , B1 =




5 1 3
1 − 3 1
2 − 10 3


 ,

C =




1 0 7
0 3 5
4 3 1


 , D =




3 0 2
2 − 1 5
8 6 1


 ,

并取　

Q =



−2 0 0

0 − 1 0
0 0 − 1


 , R =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

S =



−1 5 − 10

5 20 20
40 0 − 20


 ,

则根据定理2, 利用条件a)及MATLAB中LMI工具
箱不能求出具体的控制器,利用条件b),取　

E0 =

[
1 −5 0
0 0 2

]

时,可得　

G =




0.0336 − 0.0916 0.0058
0 0.0742 0.0016
0 0 0.0158


 .

通过数值算例比较, 可知, 定理2中条件a)b)虽
然都可以判断系统是否耗散, 但是条件b)比条
件a)要弱一些, 这是因为矩阵E0的选取, 在一定
程度上加强了系统的可解性. 同时,严格LMI条件
相对于非严格LMI条件在求解的过程中容易用标
准的LMI求解器判断.

4.2 输输输入入入向向向量量量维维维数数数小小小于于于状状状态态态向向向量量量维维维数数数时时时的的的耗耗耗

散散散控控控制制制(Dissipative control for the system with
input variable dimension is less than the state
variable dimension)

4.1节讨论了输入向量维数等于状态向量维数
时的耗散控制,说明了定理2中条件b)具有较好的

可解性, 通过下面的例子来说明文中所给出的耗
散控制方法具有普遍性和较好的灵活性, 能够包
含H∞控制和正实控制等特殊情况的控制.
系统(10a)(10b)中的各参数矩阵如下:

E =



−8 1 0
−1.6 0.2 0

0 0 0


 , A =




1.8 2 12
−3.8 2.5 − 7

5 9 9.5


 ,

B =




6
−4

10


 , B1 =




2
−12

2


 ,

C =
[
2.5 − 1 5

]
, D = 3.

选取E0 =

[
0.4 − 2 0
0 0 3

]
, 开环系统的Nyquist图

和Bode图分别如图1和图2所示.

图 1 开环系统的Nyquist图

Fig. 1 The open-loop system’s Nyquist plot

图 2 开环系统的Bode图

Fig. 2 The open-loop system’s Bode plot

下面考虑当Q,S, R选取不同的值时,系统的控
制器设计以及闭环系统的Bode图,其中选取H∞控
制和正实控制作为特例.
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当Q =−1, S = 0, R = 1, 即标准H∞控制,根据
定理2条件b)可得控制器为: u(k) = [0.0534
− 0.2008 0.1332]x(k),闭环系统的Bode图即图3所
示;
当Q = 0, S = 1, R = 0, 即正实控制, 根据定

理2条 件b)可 得 控 制 器 为: u(k) = [0.0499
− 0.2155 0.1412]x(k), 也可画出闭环系统
的Bode图,在此略;
当Q = −6, S = 0.5, R = 10, 即一般耗散

控制, 根据定理2条件b)可得控制器为: u(k) =
[0.0714 − 0.1254 0.0905], 闭环系统的Bode图如
图4所示.

图 3 具有H∞控制器时闭环系统的Bode图
Fig. 3 The open-loop(with H∞state feedback controller)

system’s Bode plot

图 4 具有一般(Q, S, R)控制器时闭环系统的Bode图
Fig. 4 The open-loop(with (Q, S, R) dissipative controller)

system’s Bode plot

5 小小小结结结(Conclusion)
本文主要研究了离散广义系统关于二次型供

给率严格耗散问题. 首先利用增广系统的扩展严
格正实与原系统严格耗散之间的等价性, 以及线

性矩阵不等式(LMI),给出了确定系统严格耗散的
充分必要条件,并主要推导了其成立的严格LMI条
件. 其次针对输入向量维数等于和小于状态向量
维数这两种情况考虑系统的严格耗散控制, 分别
给出了系统耗散的非严格LMI条件和严格LMI条
件,并给出控制器的设计方法. 最后通过仿真算例
说明本文所给方法的有效性, 同时严格LMI条件
相对于非严格LMI条件在求解的过程具有一定的
优越性.
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