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摘要:提出了一种小波阈值神经网络模型(wavelet threshold neural network, WTNN),对合作式接收到的雷达信号
进行去噪和预测. 这种网络模型把小波最优阈值去噪器加到神经网络中,对带噪信号具有小波最优阈值去噪和预
测的功能.对小波系数作单层重构,可简化训练算法,使编程得到精简. 其次,通过对训练算法进行分析,得出了最优
阈值及权值的调整公式. 最后通过对线性调频信号去噪及前向一步预测的实验结果可以看出,当网络输入分别为
带有高斯白噪声、高斯带限噪声、瑞利噪声的线性调频信号时WTNN得到的结果均优于利用Donoho阈值进行去噪
后再预测的结果.
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Abstract: A wavelet threshold neural network (WTNN) model is proposed for denoising and prediction of cooperatively
received radar signals. This WTNN incorporates a wavelet denoising layer with optimal wavelet thresholds into the neural
network, for signal denoising and predicting. The training algorithm is simplified by the single-layer reconstruction of
wavelet coefficients, leading to a compact programming. By analyzing the training algorithm, we derive the tuning formulas
for searching optimal thresholds and network weights. The results of denoising and one-step ahead prediction for a linear
frequency modulation signal with white Gauss noise, Gauss band-limited noise or Rayleigh noise show that the WTNN
performs much better than the method of Donoho-threshold for denoising and prediction.
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1 引引引言言言(Introduction)
现实世界中噪声不可避免, 信号去噪是目前的

一个研究热点. 去噪先要进行系统建模, 这能极大
提升去噪效果[1]. Donoho提出了非线性小波阈值去
噪[2, 3],得到广泛应用[4, 5]. 目前,小波阈值去噪多针
对于高斯白噪声, 对有色噪声, Donoho阈值不一定
能得到较好去噪效果.阈值去噪包括硬阈值与软阈
值,其中软阈值方法为

d̃j,k =T (dj,k, τj), j =1,· · · , J, k=1,· · ·, nj, (1)

此处,阈值函数T为

T (dj,k, τ)=

{
dj,k−sgn(dj,k)τj, |dj,k| > τj,

0, |dj,k| 6 τj,
(2)

τj为第j层的阈值, dj,k为第j层细节系数, d̃j,k为阈值

处理后第j层细节系数.
经典Donoho普适阈值为τj = σ̂j

√
2 ln N ,但该阈

值只是噪声的一个估计.受背景噪声影响较大,因此
应寻找获得最优的阈值的方法. 本文提出一种新的
神经网络:“小波阈值神经网络(WTNN)”, 该网络
集成了小波阈值去噪,使去噪与信号预测使用同一
误差标准来提高预测精度, 可以在信号去噪、前向
预测、带噪声的系统辨识中取得较好的效果.

2 带带带阈阈阈值值值去去去噪噪噪层层层的的的神神神经经经网网网络络络(Neural network
with threshold de-noising layer)
WTNN是一种集去噪与预测为一体的神经网络,

其思想是在传统神经网络的隐含层之前设一阈值去
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噪层,使用同一代价函数,通过梯度下降法来确定网
络权值及最优阈值. 设oq

k(m)为第q层第k个神经元

对应第m个输入输出对的输出.则

oQ
k (m) = fk(netQ

k (m)), (3)

其中: Q表示从隐含层开始, 包含输出层(不包括输
入层)的总层数; netQ

k (m)为第Q层第k个神经元对应

于第m个输入输出对的输入:

netQ
k (m) =

SQ−1∑
i=1

ωQ
ihoQ−1

k (m), (4)

ωq
ih为第q层第h个神经元与第q − 1层第i个神经

元之间的连接权值.小波变换可表示成信号与分解
或重构矩阵的乘积和,即

Wfk(m) =
N0∑
i=1

Dk,ipi(m), k = 1, · · · , ND, (5)

式中ND为分解矩阵行数. Wfk(m)为各层高频系数
与第J层逼近系数组成的向量,过阈处理后得

W̃fk(m) = T (Wfk(m), τj), (6)

去噪后的重构公式为

p̃i(m) =
ND∑
k=1

Ri,kW̃fk(m), i = 1, · · · , N0. (7)

观察上述几个公式发现, 式(5)(6)的形式分别
与(4)(3)相似, 而式(7)与(4)也很相似, 因此可以把小
波阈值去噪作为神经网络的一个隐含层, 该层包
含ND个神经元,激励函数为阈值函数,如图1.

图 1 集成了阈值去噪层的神经网络

Fig. 1 NN that integrates the threshold de-noising layer

图中D和R为小波分解和重构矩阵, 设对原带
噪信号{xi}N

i=1分解J层,第j层系数个数为cj . 输入
输出对为{(p(m), ym)}M

m=1, M为{xi}N
i=1的分段数

目, 每段长度为N0, pi(m) = {xi+m−1}N0
i=1, ym =

xm+N0 . {dj,k(m)}cj

k=1与{CJ,k(m)}CJ
k=1为第m组输

入输出对的第j层细节系数与第J层逼近系数.
d̃j,k(m)、C̃J,k(m)分别为dj,k(m)和CJ,k(m)经过阈
处理后的系数. {p̃i(m)}N0

i=1为小波重构输出.隐含
层共有L个神经元,对应权值为wih. 整个网络输出
为对应于第m组输入p(m)的预测结果ỹm.
由上述看到, 该网络融去噪与预测为一体, 对

于经典神经网络能够应用的场合均能应用, 并且
在输入信号带有噪声时能得到较好的预测结果.

3 网网网络络络训训训练练练算算算法法法(Network training algorithm)
首先讨论均方误差(MSE)最小意义下最优阈值

去噪的方法. 设带噪信号为:

xk = yk + ξk, k = 1, · · · , n, (8)

其中ξk ∼ N(0, σ2). 由图1知预测均方误差为

E =
1
2

M∑
m=1

(ym − ỹm)2. (9)

梯度下降法中权值的选择没有限制, 但小波
阈值τj的取值范围为[dj,min, dj,max], 其中dj,min =
min{|dj,k|}, dj,max = max{|dj,k|}. 因此应将无穷
区间映射到[dj,min, dj,max],如下:

τj = dj,max/(1 + e−τ̃j ), τ̃j ∈ (−∞,+∞), (10)

从而通过调整τ̃j 达到对τj的调整. τ̃j的调整量为

∆τ̃j = −η
∂E

∂τ̃j
= −η

∂E

∂τj
· ∂τj

∂τ̃j
, (11)

其中η为学习速率.而由式(10)和图1有
∂τj

∂τ̃j
= −τj(τj/dj,max − 1), (12)

∂E

∂τj
=

∂E

∂p̃i(m)
· ∂p̃i(m)

∂τj
, (13)
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由ỹm = f [
N0∑
i=1

wij · p̃i(m)],并利用式(7)可得

∂E

∂p̃i(m)
=

N0∑
i=1

M∑
m=1

(ỹm−ym)wihf ′[
N0∑
i=1

wih ·p̃i(m)],

(14)
∂p̃i(m)

∂τj
=

∂p̃i(m)
∂d̃j

· ∂d̃j

∂τj
=

cj∑
k=1

Ri,k
∂T (dj,k, τj)

∂τj
.(15)

由式(2)知若系数的模比阈值小,则
∂T (dj,k, τj)

∂τj

= 0,这会使网络学习停止[6]. 考虑下述改进阈值

T (d, τ) = d +
1
2
(
√

(d− τ)2 + s−
√

(d + τ)2 + s),
(16)

其中s为经验常数, s = 0时式(16)与式(2)相同.则:
∂T (dj,k, τj)

∂τj
=

−1
2
(

dj,k − τj√
(dj,k−τj)2+s

+
dj,k + τj√

(dj,k+τj)2+s
). (17)

综合(17)及式(11)∼(15),可得到τ̃j的调整量∆τ̃j :

∆τ̃j =
η

2

cj∑
k=1

N0∑
i=1

M∑
m=1

Ri,k · (ym − ỹm) ·

wir · f ′ · τj(
τj

dj,max
− 1) ·

(
dj,k − τj√

(dj,k−τj)2+s
+

dj,k + τj√
(dj,k+τj)2+s

). (18)

从而得到τj 的调整公式

τj = dj,max/(1 + e−(τ̃j+∆τ̃j)), (19)

由(18)知阈值调整涉及重构矩阵Ri,k,这增加了仿
真复杂度, 因此将带噪信号的各层分解系数单层
重构后再搜索最优阈值.小波重构公式为

Cj,k =2−1/2(
∑
k

Cj+1,khn−2k+
∑
k

dj+1,kgn−2k). (20)

令{di,k = 0|i < j}及Cj,k = 0,即将除第j层细节系

数外的系数均置为0, 重构后得第j层细节系数的

单层重构信号dr
j ,类似可得单层重构逼近系数Cr

j .
单层重构信号反映了第j 层小波系数对重构信号

的独立贡献,对其过阈处理后得到重构去噪信号:

x̃ =
J∑

j=1
dr

j + Cr
J . (21)

此时阈值τj 是针对单层重构信号而言的,仿照
上述最优阈值选择方法,只需将式(15)修改为

∂x̃

∂τj
=

cj∑
k=1

∂T (dj,k, τj)
∂τj

, (22)

因此得到新的阈值调整公式为

∆τ̃j =
η

2

cj∑
k=1

N0∑
i=1

M∑
m=1

(ym − ỹm) · wir · f ′ ·

τj(
τj

dj,max
− 1) · ( dj,k − τj√

(dj,k − τj)2 + s
+

dj,k + τj√
(dj,k + τj)2 + s

). (23)

此处自然想到一个问题:对未单层重构的系数
使用阈值和单层重构后再使用阈值, 这两种方法
的去噪效果是否一样? 对此有:

定定定理理理 1 设细节系数先过阈再重构及先单层

重构再过阈处理得到的信号分别为{x̃o
k}与{x̃sr

k },
对应的第j层细节系数阈值分别为τj与τ ′j , 纯净

信号为{yk}. 令EI =
1
2

∑
k

(x̃o
k − yk)2; EII =

1
2

∑
k

(x̃sr
k − yk)2. 那么若存在τj使EI达到极小, 则

也使EII达到极小.

证证证 先考虑单层分解重构. 设对应EI和EII的

阈值分别为τ1 = σ1

√
2 ln N和τ ′1 = σ̃1

√
2 ln N ,

σ1和σ̃1分别为小波系数单层重构前后的噪声标准

差,噪声{ξi}∼N(0, σ2),其一层小波分解高频系数
为{ξd,1m}. 设ξsr

d,1n =2−
1
2
∑
k

ξd,1kgn−2k为{ξd,1m}的
单层重构系数, 则σ̃2

1 = 2−1
∑
k

g2
n−2kσ

2
1 , 从而有τ ′1

= Gτ1,其中G =
√

2−1
∑
k

g2
n−2k = const. 另外:

dsr
n = 2−

1
2
∑
k

d1,kgn−2k, (24)

Csr
n = 2−

1
2
∑
k

C1,khn−2k, (25)

则有

EII =
1
2
∑
n

[(Csr
n − yn) + T (dsr

n , τ ′1)]
2, (26)

EI =
1
2
∑
n

[(Csr
n −yn)+2

−1
2

∑
k

T (d1,k, τ1)gn−2k]2, (27)

因此只需考虑(27)中第2项2−
1
2
∑
k

T (d1,k, τ1)gn−2k,

将式(16)带入,并令P = 2−
1
2
∑
k

gn−2k,经整理得

dsr
n +

1
2
{
√

(dsr
n −τ ′′1 )2+s′−

√
(dsr

n +τ ′′1 )2+s′}, (28)

其中τ ′′1 = Pτ1 =
P

G
τ ′1, s′ = P 2s.

而式(26)中T (dsr
n , τ ′1)为
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dsr
n +

1
2
[
√

(dsr
n −τ ′1)2+s−

√
(dsr

n +τ ′1)2 + s]. (29)

式(28)与(29)的形式一样, 只差一个常系数
P

G
. 因

此若存在τ1使得式(28)达到极小, 则式(29)也可以
达到极小,即EI和EII达到极小. 所以,先过阈处理

再重构和先单层重构再过阈处理这两种方法对于

最优阈值的选择是无影响的. 同理对多层分解,上
述结论也成立. 证毕.

根据定理1将图1改为图2. 图2在搜索算法中避

免了重构矩阵R,减少了计算量,方便编程实现.

图 2 改进的集成了阈值去噪单元的神经网络

Fig. 2 Advanced NN that integrates the threshold de-noising layer

4 仿仿仿真真真试试试验验验结结结果果果(Simulation results)
将WTNN用于信号去噪及一步前向预测. 首先

将带噪信号输入网络进行小波分解得{d1,i(m),
· · · , dJ,i(m), CJ,i(m)}及单层重构系数{dsr

1,i(m),
· · · , dsr

J,i(m), Csr
J,i(m)}, 利用上述训练算法搜索各

层系数的最优阈值, 对细节单层重构信号过阈处
理得{d̃sr

1,i(m), · · · , d̃sr
J,i(m), C̃sr

J,i(m)}, 将过阈处理
后的各层系数分别进行一步前向预测, 预测结果
求和即得最终的预测结果ỹ(m). 文献[7, 8]已说明
了这种基于小波分解与重构(WDR)的方法可以提
高预测精度.
线调频(LFM)信号是雷达中广泛使用的信号.

由于传输信道、接收机及外界干扰,使接收信号含
有噪声,影响雷达通信. 此处讨论合作式的雷达通
信,因而可得到纯净信号用于网络训练.
将WTNN与利用Donoho阈值先去噪预处理再

预测(称为P+MLP) 的结果相比较, 两者区别在于
前者在去噪和预测使用同一评价函数, 而后者则
使用了两个评价函数. 处理对象均为带噪LFM信
号. 小波分解4层. 新阈值函数(16)中s = 0.01. 各
层阈值初始化在[0.05dsr

j,max, 0.15dsr
j,max]内. 信号

共有512个点, 归一化频率范围为[0, 1], 调频范
围为[0.02, 0.15], 调频斜率0.13, 信号幅度A = 1.

噪声为N(0, 0.5)的白噪声, 信噪比10log10

A2

σ2
=

3.0103 dB. 用512个点中的前60%即307个点来训

练网络,测试时使用全部的512个点. 下面3个仿真
实例分别对高斯白噪声、高斯带限(色)噪声及瑞
利噪声下的信号去噪和预测. 在图3∼5中, (b)图
均为不同噪声类型下带噪信号的频谱; (c)和(e)分
别为WTNN的去噪和预测结果; (d)和(f)分别
为P+MLP去 噪 和 预 测 的 结 果; (g)和(h)分 别
为WTNN和P+MLP预测结果的局部放大图. (e)∼
(h)中的虚线和实线各表示纯净信号和预测结果.
3种噪声下信噪比均为SNR=3.0103 dB, 预测结果
的MSE按式(9)计算见表1.

表 1 WTNN与P+MLP对不同噪声类型
信号的预测均方差

Table 1 Prediction mean square errors of WTNN
and P+MLP in different types of noise
and SNR

信噪比 网络结构 高斯白噪声 高斯带限噪声 瑞利噪声

0 dB
WTNN 59.2017 76.9474 66.3006
P+MLP 68.9479 85.4128 71.0294

–3.0103 dB
WTNN 81.8329 94.2691 94.6303
P+MLP 87.7118 96.7387 98.6289

例例例 1 高斯白噪声下LFM信号去噪及预测, 如
图3.
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图 3 高斯白噪声下的方针结果

Fig. 3 Simulation results of the Gauss white noise

例例例 2 带高斯色噪声的LFM信号去噪及预测.
将例1中高斯白噪声改为高斯色噪声(高斯带限
噪声), 色噪声可以由白噪声通过一个一阶线性

滤波器得到, 此处滤波器传函为

√
1− a2

(1− az−1)
, 参

数a = 0.9. 结果如图4.
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图 4 高斯色噪声(高斯带限噪声)下的仿真结果
Fig. 4 Simulation results under the Gauss color noise

(Gauss band limit noise)

例例例 3 瑞利噪声下LFM信号去噪及预测. 若XI

和XQ服从标准正态分布且统计独立, 则随机变
量X = |XI + jXQ|服从瑞利分布.结果如图5.

图 5 瑞利噪声下的仿真结果

Fig. 5 Simulation results under the Rayleigh noise

从上述3例看出, WTNN无论在去噪还是预测
均优于P+MLP方法, 对不同类型噪声有较好的适
应性. 降低信噪比,在0和−3 dB下预测结果的MSE
见表1.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文提出了一种WTNN网络. 其优势在于: 将

去噪及预测相结合, 利用改进的连续可导阈值函
数使得搜索最优阈值成为可能; 将阈值去噪集成
于神经网络中, 使得去噪与神经网络训练使用同
一误差标准, 避免了去噪和预测双重评价函数对
预测精度的影响;通过小波系数单层重构,分别对
各层系数进行预测, 使得预测结果更加准确并易
于编程实现. 不同噪声类型下的仿真结果证明了
本文方法的有效性和优越性.
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