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非非非整整整数数数阶阶阶系系系统统统的的的频频频率率率辨辨辨识识识
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摘要:使用频响数据对非整数阶系统作频域模拟和辨识. 首先,定义了非整数阶微分器的频率特性,进而给出了
非整数阶系统的奈奎斯特曲线的绘制方法. 然后,运用方程式误差的辅助变量法,根据实部和虚部频率数据进行非
整数阶系统的频率辨识. 最后,通过两个数字仿真来验证这种辨识方法.
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Identification of non-integer-order systems in frequency domain
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Abstract: The modeling and identification of non-integer-order systems using frequency-response data are studied. The
frequency characteristic of a non-integer-order differentiator is defined and a method to obtain the Nyquist plot of a non-
integer-order system is given. Based on the least squares technique and an instrumental variable, the identification of the
non-integer-order system is performed using the real and imaginary parts of the frequency response. Finally, two simulation
examples illustrate this methodology.
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1 引引引言言言(Introduction)

非整数阶系统也叫长记忆系统, 法国波尔

多LAP实验室的Alain OUSTALOUP 教授20多年前

将它从纯数学研究领域引入了自动化领域[1,2]. 非整

数阶系统的辨识包括时域辨识[3,4]和频率辨识. 非整

数阶频率辨识就是根据频率数据,通过最小化准则

函数,估计非整数阶模型的传递函数的参数. 在某些

情况下(如化工过程、生物系统等),笔者拥有频率实

验数据,而用整数阶模型无法逼近它们,这时就要考

虑用非整数阶模型逼近这些频率数据的问题.

本文定义了非整数阶微分的频率特性, 进行了

非整数阶系统的频率模拟. 根据非整数阶模型和实

部、虚部频率数据, 将辅助变量法应用于频率辨识,

进行了非整数阶系统的频率辨识.

2 非非非整整整数数数阶阶阶系系系统统统的的的模模模拟拟拟(Modelling of non in-
teger order systems)

2.1 非非非整整整数数数阶阶阶模模模型型型(Model of non integer order sys-
tems)
非整数阶微分的传递函数为:

Dr(s) = sr. (1)

与Dr(s)相应的频率响应为:

Dr(jω) = (jω)r =
(
ωej π

2
)r

= ωrejr π
2 , (2)

其伯德图斜率为20 rdB/dec, 相角与频率无关, 等
于rπ/2[1].
设非整数阶模型, 其维数为N , 基础微分实数阶

数为r,标记为(N, r)阶模型:

G(s) =

M∑
m=0

bmsmr

1 +
N∑

n=1

ansnr

. (3)
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2.2 奈奈奈奎奎奎斯斯斯特特特曲曲曲线线线(Nyquist plot)
方程式(2)的进一步表达式:

(jω)r = ωrejr π
2 =

ωr cos(rπ/2) + jωr sin(rπ/2), (4)

代入非整数阶模型的传递函数,得其频率特性:

G(jω) =

M∑
m=0

bmωmrejmrπ/2

1 +
N∑

n=1

anωnrejnrπ/2

=

N(jω)
D(jω)

=
Nr(ω) + jNi(ω)
Dr(ω) + jDi(ω)

, (5)

其中



Nr(ω) =
M∑

m=0

bmωmr cos(mrπ/2),

Ni(ω) =
M∑

m=0

bmωmr sin(mrπ/2),

Dr(ω) = 1 +
N∑

n=1

anωnr cos(nrπ/2),

Di(ω) =
N∑

n=1

anωnr sin(nrπ/2).

(6)

根据方程式(5),可以化为下面的形式：

G(jω) = Re(ω) + jIm(ω), (7)

其中



Re(ω) =
Nr(ω)Dr(ω) + Ni(ω)Di(ω)

Dr(ω)2 + Di(ω)2
,

Im(ω) =
Ni(ω)Dr(ω)−Nr(ω)Di(ω)

Dr(ω)2 + Di(ω)2
.

(8)

今有(1, r)阶模型

G(s) =
4

1 + sr
. (9)

图1表示对于r的3个不同取值时G(jω)的奈奎斯
特曲线.

图 1 (1, r)阶传递函数的奈奎斯特曲线

Fig. 1 Nyquist plot of the transfer of order (1, r)

3 非非非整整整数数数阶阶阶系系系统统统的的的频频频率率率辨辨辨识识识(Frequency
identification of non integer order systems)

3.1 用用用最最最小小小二二二乘乘乘法法法作作作为为为最最最优优优化化化算算算法法法(Least square
optimize method)
设拥有实部和虚部频率数据Re∗(ω)和Im∗(ω)：

G∗(jω) = Re∗(ω) + jIm∗(ω) =

G(jω) + b(jω) =
Nr(ω) + jNi(ω)
Dr(ω) + jDi(ω)

+ b(jω), (10)

其中b(jω)为复数噪声. 有

Re∗(ω) + jIm∗(ω) =

[Re∗(ω) + jIm∗(ω)] ·
[−Dr(ω)+1−jDi(ω)]+Nr(ω)+jNi(ω)+

[Dr(ω) + jDi(ω)]b(jω)︸ ︷︷ ︸
be(jω)

. (11)

设数据向量ϕr(ω)和ϕi(ω)为:



ϕr(ω)T =[−ωr cos(rπ/2) · Re∗(ω)+

ωr sin(rπ/2) · Im∗(ω) · · · −
ωNr cos(Nrπ/2) · Re∗(ω)+

ωNr sin(Nrπ/2) · Im∗(ω)

1 ωr cos(rπ/2) · · ·ωMr cos(Mrπ/2)],

ϕi(ω)T =[−ωr cos(rπ/2) · Im∗(ω)−
ωr sin(rπ/2) · Re∗(ω) · · · −
ωNr cos(Nrπ/2) · Im∗(ω)−
ωNr sin(Nrπ/2) · Re∗(ω)

0 ωr sin(rπ/2) · · · ωMr sin(Mrπ/2)],

(12)

又设θT = [a1 · · · aN b0 · · · bM ]是G(s)传递
函数的准确参数向量,于是Re∗(ω)和Im∗(ω)可写成:




Re∗(ω) = ϕr(ω)Tθ + ber(ω),

Im∗(ω) = ϕi(ω)Tθ + bei(ω).
(13)

假设需要估计的非整数阶模型的结构已知,
为(N, r)阶模型:

Ĝ(s) =

M∑
m=0

b̂msmr

1 +
N∑

n=1

ânsnr

, (14)

笔者要做的就是估计â1 · · · âN , b̂0 · · · b̂M这些参数.

设θ̂
T

= [â1 · · · âN b̂0 · · · b̂M ] 是模型的参数
向量,于是模型关于参数成线性的结构为:
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{

R̂e(ω) = ϕr(ω)Tθ̂

ˆIm(ω) = ϕi(ω)Tθ̂.
(15)

实部和虚部方程式误差为{
er(ω) = Re∗(ω)− R̂e(ω),

ei(ω) = Im∗(ω)− ˆIm(ω).
(16)

基于方程式误差的平方准则函数为

J =
K∑

k=1

|e(jωk)|2 =
K∑

k=1

[
er(ωk)

2 + ei(ωk)
2] =

K∑
k=1

{[
Re∗(ωk)− ϕr(ωk)Tθ̂

]2
+

[
Im∗(ωk)− ϕi(ωk)Tθ̂

]2
}

. (17)

最小化准则函数, 在准则函数取最小值处, 它
对θ̂的一阶导数为零:

∂J

∂θ̂
=−2

K∑
k=1

{
ϕr(ωk)

[
Re∗(ωk)− ϕr(ωk)Tθ̂

]
+

ϕi(ωk)
[
Im∗(ωk)− ϕi(ωk)Tθ̂

]}
= 0. (18)

若
K∑

k=1

[
ϕr(ωk)ϕr(ωk)T + ϕi(ωk)ϕi(ωk)T

]
可逆,

则有最小二乘法的估计值:

θ̂LS =
{ K∑

k=1

[
ϕr(ωk)ϕr(ωk)T + ϕi(ωk)ϕi(ωk)T

]}−1

K∑
k=1

[
ϕr(ωk)Re∗(ωk) + ϕi(ωk)Im∗(ωk)

]
. (19)

ber(ωk)和bei(ωk)总 是 与ϕr(ωk)和ϕi(ωk)相 关
的, 因此, 最小二乘法的估计值总是有偏的, 除非
数据不带噪声.
如果r = 1, 最小二乘法就是Levy法[5]. 由此可

见, Levy法被应用于带有噪声的数据将是有偏估计
方法.

3.2 用用用辅辅辅助助助变变变量量量法法法作作作为为为最最最优优优化化化算算算法法法(Instrumental
variable optimize method)
定义辅助变量ϕrI(ωk)和ϕiI(ωk),用这些辅助变

量相应替换方程式(18)中的ϕr(ωk)和ϕi(ωk):

−2
K∑

k=1

{
ϕrI(ωk)

[
Re∗(ωk)− ϕr(ωk)Tθ̂

]
+

ϕiI(ωk)
[
Im∗(ωk)− ϕi(ωk)Tθ̂

]}
= 0, (20)

辅助变量法的估计值为

θ̂IV =
{ K∑

k=1

[
ϕrI(ωk)ϕr(ωk)T + ϕiI(ωk)ϕi(ωk)T

]}−1

K∑
k=1

[
ϕrI(ωk)Re∗(ωk) + ϕiI(ωk)Im∗(ωk)

]
. (21)

如果ber(ωk)和bei(ωk)分别与ϕrI(ωk)和ϕiI(ωk)无

关,辅助变量法的估计值将是无偏的.

4 数数数字字字仿仿仿真真真的的的研研研究究究(Digital simulation)
要辨识的系统是(3, 0.5)阶系统:

G(s) =
4

1 + 4s0.5 + 0.5s + s1.5
. (22)

这个系统频率响应的数字仿真由1000个实部和
虚部频率数据构成, 这些数据被加上服从高斯分布
的白噪声, 其信噪比S/B = 100, 均值为零. 注意,
为了取得良好的辨识结果,数据采样点要尽量均匀
分布在主要奈氏曲线上, 不要过于集中在ω → 0和
ω →∞的两端.
假设非整数阶模型的结构与要辨识的系统相同,

参数a1, a2, a3和b0由前面的技术进行估计. 用LS和
IV方法估计的(3, 0.5)阶模型如式(23)和(24):

Ĝ(s)=
3.6169

1+3.1938s0.5+0.3001s+0.5844s1.5
. (23)

用最小二乘法获得a1, a2, a3和b0的估计值的平

均值和真值明显不同,是有偏的.

Ĝ(s)=
3.9999

1+3.9963s0.5+0.5055s+0.9938s1.5
. (24)

用辅助变量法估计的参数a1, a2, a3和b0的值与

真值非常接近,可见, IV法是无偏的.

图 2 系统和用IV法估计的模型的奈奎斯特曲线
Fig. 2 Nyquist plots of the system and of

the estimated IV model

高阶整数阶模型与系统结构不同,当非整数阶频

率区间很小时(如G(s) =
4

1 + s0.5
在两个十倍频程

的情况,低频程ωb = 0.1和高频程ωh = 10),高阶整
数阶模型能够模拟非整数阶系统.相反,当非整数阶

频率区间很大时(如G(s) =
4

1 + s0.5
在八个十倍频

程的情况, ωb = 10−4和ωh = 104),它就不能模拟非
整数阶系统.下面是同样的系统在两个十倍频程的
情况下,估计的整数阶模型:
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Ĝ(s) = (3.4542 + 20.49s + 19.63s2 + 4.28s3 +

0.4107s4 + 0.05566s5 + 2.282× 10−3s6)/

(1 + 7.9101s + 11.0234s2 + 3.7868s3 +

0.4321s4 + 0.0530s5 + 4.169× 10−3s6 +

4.652× 10−5s7). (25)

图 3 系统和整数阶模型的奈奎斯特曲线

Fig. 3 Nyquist plots of the system and of the integer model

5 结结结论论论(Conclusion)
本文介绍了基于实部和虚部频率数据进行非整

数阶频率辨识的方法. 证明了用辅助变量法作为最
优化算法的技术使得到的估计值是无偏的. 另外,辅
助变量法是线性最优化算法,运算简单,缺点是要假
设微分的阶数事先已知. 后续工作是研究基于增益
和相位的频率数据进行的非整数阶频率辨识.
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