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摘要:考虑由多个时滞系统组成的切换系统,并研究在什么条件下,可以把无时滞切换系统的稳定性分析及结论
推广至上述的时滞系统.方法是将时滞项作为线性常微分方程扰动项,利用常数变易公式与Halanay微分不等式,分
析时滞项对于切换系统稳定性的影响.结论表明,在时滞项满足某些前提时,切换系统稳定性分析的Lyapunov方法
仍然适用. 仿真算例验证了方法的有效性.
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On exponential stability of switched systems with time-delays:
differential inequality approach
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Abstract: The switched system consisting of a family of subsystems with time-delays is considered. Our problem is
to find the proper conditions, under which the methods and results in the stability studying of a switched system without
time-delays can be generalized to the above system with time-delays. We treat the time-delay term as the perturbation of
a linear ordinary differential equation, and exploit the variation-of-constants formula and Halanay differential inequality.
The obtained results imply that the Lyapunov approach is still applicable for the stability analysis of switched systems with
time-delays in some prescribed conditions. Finally, examples are given to demonstrate the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
本文考虑若干线性时滞子系统:

ẋ(t)=Aix(t)+Ai1x(t−r), t> t0; i ∈ {1, · · · , N},
(1a)

在取值于指标集{1, · · · , N}的右连续切换信号:

s(t) = Π
(
t, s(t−), x(t)

)
, t > t0, (1b)

驱动下构成的切换动力系统.其中x ∈ Rn, r > 0为
状态变量与时滞常数, {Ai, Ai1}N

i=1 为适当维数矩

阵. Π : [t0,∞) × {1, · · · , N} × Rn → {1, · · · , N}
表征了切换信号的动力学行为,可以根据随时间的
演化规律将其表述为切换序列的形式:

{(t0, π(0)), · · · , (tk, π(k)), · · · | lim
k→∞

tk = ∞}, (2)

其中tk, π(k) ∈ {1, · · · , N}为切换时刻及相应

的切换序列取值.
时滞与切换是导致系统失去稳定性的重要因素,

二者相互耦合可能导致复杂的动力学行为.给定切
换序列(2),时滞切换系统(1)成为具有非连续时变系
数矩阵的自治系统,文献[1]证明了其解的整体存在
唯一性,并且其一致渐近稳定性等价于指数稳定性.
切换系统的时变性与非连续性取决于切换序列的行

为,这是其区别于一般时变系统的本质所在.
无时滞条件下, 文献[2]利用以包含原点的凸多

面体的Minkowskii泛函所诱导的非二次型Lyapunov
函数[3], 给出了系统在任意切换序列驱动下一致渐
近稳定的充分必要条件;但是其结论是非构造性的,
求解比较复杂[4]. 基于二次型Lyapunov函数的相应
结论较为保守, 但是通过分析Lyapunov方程的代数
与几何特征可以刻画子系统存在公共Lyapunov函数
的结构属性[5∼10].
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由于时滞的存在, 相空间由有限维欧式空间
提升为无穷维函数空间, Lyapunov方程转化为代
数Riccati方程,其特征结构分析的方法不再适用,因
此难以提取系统(1)的结构属性以保证在任意切换
序列驱动下的一致渐近稳定性.
本文将时滞项作为线性常微分方程的扰动项,借

助常数变易公式与Halanay微分不等式,寻求将切换
系统稳定性分析方法推广至时滞情形的条件.结论
说明,在时滞项满足约束的前提下, Lyapunov方程的
特征结构分析方法仍然适用.

2 记记记号号号与与与引引引理理理 (Notations and lemmas)
Cn,r := C([−r, 0],Rn)表示由[−r, 0]映入Rn的

具有一致范数的连续函数构成的Banach空间, xt ∈
Cn,r含义为xt(θ) = x(t + θ), θ ∈ [−r, 0].|·| 表
示Rn的欧式范数, ‖·‖表示Cn,r的一致范数及矩阵

的Frobenius范数. 对于实对称矩阵, λmax(·), λmin(·)
表示其最大与最小特征值. D+为实值连续函数的右

导数算子.
为便于论述, 设

{
Āi := Ai + Ai1

}N

i=1
, G :=

max
16i6N

{‖Ai‖+ ‖Ai1‖} ,H := max
16i6N

{‖Ai1‖}. 对

于给定切换序列(2), 记Ā(t) := Ās(t), A(t) :=
As(t), A1(t) := As(t)1, t > t0.

引引引理理理 1 (微分方程常数变易公式[1]) 如果y(t;
t0, y(t0))为齐次线性微分方程ẏ(t) = A(t)y(t), t >
t0初 值 问 题 的 唯 一 整 体 解, 那 么x(t) =
y(t; t0, x(t0)) +

r t

t0
y(t; τ, f(τ))dτ, t > t0为非齐次

线性微分方程ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t), t > t0的唯一

整体解,其中f : [t0,∞) → Rn为局部可积函数.

引引引理理理 2 (Halanay不等式[11]) 若r > 0, a >

b > 0, u(t) > 0为连续实值函数, 满足微分不等
式D+u(t) 6 −au(t) + b sup

−r6θ60

u(t + θ), t > t0,

则u(t) 6 sup
−r6θ60

u(t0 + θ)e−µ(t−t0), t > t0, µ > 0满

足µ− a + beµr = 0.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
本文出发点在于建立时滞项的约束条件,使切换

系统稳定性分析的方法得以推广, 通过不同的解析
技巧分别得到了时滞相关与时滞无关的结论.

定定定理理理 1 对于给定切换序列(2), 如果线性子系
统{ẏ(t) = Aiy(t), t > t0}N

i=1 在其驱动下指数稳定,
即存在依赖于切换序列的常数γ > 0, κ > 1, 使
得|y(t)| 6 κe−γ(t−t0)|y(t0)|, t > t0, 并且时滞项系
数矩阵满足如下约束条件:

H <
γ

κ
, (3)

那么在相同切换序列驱动下,系统(1)是指数稳定的.

证证证 系统(1)表述为下述形式:

ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t), t > t0, (4)

其中f(t) := A1(t)x(t− r), t > t0,并且满足如下估
计:

|f(t)| 6 H‖xt‖, t > t0. (5)

设初始条件为xt0 = φ ∈ Cn,r,依据引理1可知系
统(4)的解具有如下构造:

x(t)=y(t; t0, φ(t0))+
w t

t0
y(t; τ, f(τ))dτ, t> t0,(6)

对于t > t0,结合(5)(6)可知:

|x(t)| 6 |y(t; t0, φ(t0))|+
w t

t0
|y(t; τ, f(τ))|dτ 6

κe−γ(t−t0)[|φ(t0)|+ e−γt0
w t

t0
|f(τ)|eγτdτ ] 6

κe−γ(t−t0)[|φ(t0)|+ He−γt0
w t

t0
‖xτ‖eγτdτ ]. (7)

构造[t0 − r,∞]上的连续函数如下:

u(t)=





κ|φ(t)|, t0−r6 t6 t0,

κe−γ(t−t0)[|φ(t0)+
He−γt0

r t

t0
‖xτ‖eγτdτ ], t > t0,

(8)

则式(7)蕴涵着|x(t)| 6 |u(t)|, t > t0 − r, 因此等
式(8)两端微分得到:

D+u(t) =

−γκe−γ(t−t0)[|φ(t0)|+He−γt0
w t

t0
‖xτ‖dτ ]+

κH‖xt‖=

−γu(t) + κH sup
−r6θ60

|x(t + θ)|,
t > t0, (9)

结合式(3)(9)与引理2推知

|x(t)| 6 u(t) 6 sup
−r6θ60

u(t0 + θ)e−λ(t−t0) =

κ sup
−r6θ60

|x(t0 + θ)|e−λ(t−t0), t > t0,

其中0 < λ < γ满足λ− γ + κHeλr = 0. 证毕.

系系系 1 对于由子系统{ẏ(t) = Aiy(t), t > t0}N

i=1

构成的切换系统, 如果存在常数γ > 0, κ > 1, 使
得|y(t)| 6 κ|y(t0)|e−γ(t−t0), t > t0在任意切换序

列作用下成立[12], 并且时滞项系数矩阵满足约束
条件(3);那么对于系统(1), 存在常数0 < λ < γ 使

得|y(t)| 6 κ sup
−r6θ60

|x(t0 + θ)|e−λ(t−t0), t > t0在任

意切换序列作用下成立.

定定定理理理 2 对于给定切换序列(2), 如果线性子系
统

{
ẏ(t) = Āiy(t), t > t0

}N

i=1
在其驱动下指数稳定,

即存在依赖于切换序列的常数γ > 0, κ > 1, 使
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得|y(t)| 6 κ|y(t0)|e−γ(t−t0), t > t0, 并且时滞常数
满足如下约束条件:

r <
γ

κGH
, (10)

那么在相同切换序列驱动下,系统(1)是指数稳定的.

证证证 根据x(t) − x(t − r) =
r t

t−r
ẋ(θ)dθ, 系

统(1)转化为下述形式:

ẋ(t) = Ā(t)x(t) + f(t), t > t0, (11)

其中

f(t) : =−A1(t)
w t

t−r
[A(τ)x(τ)+A1(τ)x(τ − r)]dτ,

t> t0,

并且满足如下估计:

|f(t)| 6 rGH‖xt‖, t > t0. (12)

设初始条件为xt0 = φ ∈ Cn,r,依据引理1可知系
统(11)的解具有如下构造:

x(t) = y(t; t0, φ(t0)) +
w t

t0
y(t; τ, f(τ))dτ, t > t0,

(13)

对于t > t0,结合式(12)(13)推知:

|x(t)| 6 |y(t; t0, φ(t0))|+
w t

t0
|y(t; τ, f(τ))|dτ 6

κe−γ(t−t0)[|φ(t0)|+ e−γt0
w t

t0
|f(τ)|eγτdτ ] 6

κe−γ(t−t0)[|φ(t0)|+rGHe−γt0
w t

t0
‖xτ‖eγτdτ ]. (14)

构造[t0,∞)上的连续函数如下:

u(t)=





κ|φ(t)|, t0−r6 t6 t0,

κe−γ(t−t0)[|φ(t0)+
rGHe−γt0

r t

t0
‖xτ‖eγτdτ ], t > t0

(15)

则式(14)蕴涵着|x(t)| 6 u(t), t > t0 − r, 因此等
式(15)两端微分得到

D+u(t) 6
κγe−γ(t−t0)[|φ(t0)|+
rGHe−γt0

w t

t0
‖xτ‖eγτdτ ] + rκGH‖xt‖ =

−γu(t) + rκGH sup
−r6θ60

u(t + θ), t > t0, (16)

结合(10)(16)与引理2推知

|x(t)| 6 u(t) 6 sup
−r6θ60

u(t0 + θ)e−λ(t−t0) =

κ sup
−r6θ60

|x(t0 + θ)|e−λ(t−t0), t > t0,

其中0 < λ < γ满足λ− γ + rκGHeλr = 0.
证毕.

系系系 2 对于由子系统
{
ẏ(t) = Āiy(t), t > t0

}N

i=1

构成的切换系统, 如果存在常数γ > 0, κ > 1,
使得|y(t)| 6 κ|y(t0)|e−γ(t−t0), t > t0在任意切

换序列驱动下成立[12], 并且时滞常数满足约
束(10);那么对于系统(1), 存在常数0 < λ < γ,
使得|x(t)| 6 κ sup

−r6θ60

|x(t0 + θ)|e−λ(t−t0), t > t0在

任意切换序列驱动下成立.

注注注 1 根据论证过程可知,定理1与2对于更为一般的

具有时变系数矩阵的时滞系统都是成立的. 定理1与2隐含

地借助了切换系统的特殊性—其稳定性可以通过解析子系

统自身及其相互间的结构属性加以刻画—将Lyapunov方程

特征结构分析的方法推广至时滞情形. 因此,对于切换系统

而言,本文结论是构造性的,即可以通过解析方法检验其条

件;对于一般时变系统,却难以构造相应的解析结论.

注注注 2 较之于定理1与2, 系1与2的结论在更为重要,

这是因为其条件构造中的指数衰减率与切换序列无关,只

取决于子系统的结构,而前者通常不具备这种特征.

4 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulation analysis)

例例例 1 文献[10]结论表明, A1 =
[−1 0

0−1

]
与A2 =

[−1 1
−1 0

]
存在公共二次型Lyapunov函数. Lya-

punov不等方程{A′
iP + PAi + 2ηI2 < 0}2

i=1的一

组解为P =
[

1.05 −0.53
−0.53 1.56

]
, η = 0.5. 因此,对于由

子系统{ẏ(t) = Aiy(t), t > t0}2
i=1构成的切换系统,

|y(t)| 6
[
λmax(P )
λmin(P )

] 1
2

|y(t0)|e−η(t−t0), t > t0在任意

切换序列驱动下成立. 根据约束条件(3)计算知, 若
时滞项矩阵满足max

i=1,2
{‖Ai1‖} < 0.31, 则系统(1)在

任意切换序列驱动下保持指数稳定. 时滞项系数矩

阵A11 = A21 =
[
0.2 0.1
0 0.2

]
,时滞常数r = 2.0 s时,在

随机切换驱动下状态变量轨线如图1中点划线所示.

例例例 2 设

A1 =
[−0.5 0.4

0 0

]
, A2 =

[
0 0.2
0−0.8

]
,

A11 = A21 =
[−0.2 0

0 −0.2

]
.

文献[6]结论表明, Ā1与Ā2存在公共二次型Lyapunov
函数. Lyapunov不等方程{Ā′

iP +PĀi+2ηI2 <0}2
i=1

的一组解为P =
[
2.92 0.12
0.12 4.05

]
, η = 0.56. 因此,对于

由子系统
{
ẏ(t) = Āiy(t), t > t0

}2

i=1
构成的切换系
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统, |y(t)| 6
[
λmax(P )
λmin(P )

] 1
2

|y(t0)|e−η(t−t0), t > t0在

任意切换驱动下成立. 根据约束条件(10)计算知,若
时滞常数r < 1.56 s,则系统(1)在任意切换驱动下指
数稳定. 时滞常数r = 1.5时, 在随机切换驱动下系
统状态轨线如图1中实线所示.

图 1 随机切换序列驱动下系统状态轨线

Fig. 1 State trajectories under random switching action

注注注 3 仿真算例给出了检验时滞项满足约束条

件(3)与(10)的方法: 通过求解Lyapunov不等式得到线性

切换系统的稳定裕度,进而利用式(3)或(10)给出这种稳定

裕度所能承受的最大时滞扰动的能力.

5 结结结束束束语语语(Conclusions)
本文以Halanay微分不等式及微分方程常数变易

公式为主要引理,分析时滞现象对于切换系统稳定

性的影响;分析方法突出了切换系统的时变性;结论

说明Lyapunov方程不但能够分析模型不确定的鲁棒

稳定性问题,还具有刻画系统承受时滞扰动的能力.

仿真算例验证了主要结论.
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