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摘要:对非线性时滞离散动态系统的最优控制,提出了一种信息融合估计(information fusion estimation, IFE)方法,
把非线性控制问题的所有信息转化为关于控制量的“测量信息”, 从而使非线性控制问题转化为关于控制量的
“非线性估计”问题.通过算例表明, IFE方法明显优于动态系统优化与参数估计的集成(dynamic integrated system
optimization and parameter estimation, DISOPE)方法[3].
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Optimal control for time-delayed nonlinear discrete system
based on IFE method
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Abstract: An information-fusion estimation (IFE) method is proposed for the optimal control of time-delay nonlinear
discrete-systems. All information about the control variable, including the ideal control strategy, the expected object trajec-
tory, and the system dynamic equations are considered as the“measurement information”of the control variable. Thus,
the problem of optimal control is transformed into the“non-linear estimation”problem of the control variable. The math-
ematical simulation results show that the IFE method is better than the DISOPE (dynamic integrated system optimization
and parameter estimation) method proposed in [3].
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际系统中, 时滞是常见的, 如化工系统、热

交换系统、城市交通系统等[1,2]. 对时滞非线性离散
系统的最优控制问题,文献[3]提出了一种基于线性
模型的动态系统优化与参数估计集成(dynamic in-
tegrated system optimization and parameter estimation,
DISOPE)方法. DISOPE方法通过迭代求解时滞线性
最优控制问题和参数估计问题,获得原问题的最优
解.
本文基于非线性信息融合估计理论,提出了时滞

非线性离散系统最优控制的信息融合估计(informa-
tion fusion estimation, IFE) 方法. IFE方法是把非线
性控制问题的所有信息转化为关于控制量的“测量

信息”, 从而使非线性控制问题转化为求“非线性
估计”问题.
利用本文提出的IFE方法,对与文献[3]相同的算

例进行仿真计算, 计算结果表明: 在算法收敛速度
上, IFE方法明显快于DISOPE方法; 在性能指标值
上, IFE方法远远优于DISOPE方法.

2 信信信息息息融融融合合合估估估计计计基基基本本本理理理论论论(Information fu-
sion estimation basic theory)
定定定理理理 1 [4] 设关于被估计量x ∈ Rn的各种信息

均可表示为

yi = Hix + vi, i = 1 ∼ N. (1)

式中: yi ∈ Rmi 为观测数据; Hi ∈ Rmi×n为信

息传递矩阵; vi ∈ Rmi为观测误差, 且E[vi] =

0, E[viv
T
j ] =

{
Ri, i = j,

0, i 6= j.
若

N∑
i=1

HT
i R−1

i Hi为非奇异,

则x̂是基于yi,i = 1 ∼ N的最优融合估计.且

I[x̂] =
N∑

i=1

HT
i R−1

i Hi, I[x̂]x̂ =
N∑

i=1

HT
i R−1

i yi. (2)

式中I[x̂]表示x̂关于x的信息量.

定定定理理理 2 [5] 在定理1中,若关于x的各种信息表示

为

yi = hi(x) + vi, i = 1 ∼ N. (3)

式中hi(·)是Rn上的mi维光滑单调向量场.
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若x̂是x的最优融合估计,且
N∑

i=1

HT
i R−1

i Hi , Hi =

∂hi

∂x
|x=x̂为非奇异,则有





I[x̂] =
N∑

i=1

HT
i R−1

i Hi,

N∑
i=1

HT
i R−1

i hi(x̂) =
N∑

i=1

HT
i R−1

i yi.

(4)

当hi(·)为非线性映射时,定理2给出的仅是关于
最优估计x̂ 及其信息量的隐式表达. 若在hi(·), i =
1 ∼ N 中,存在单位映射hj(·) ,即yj = x + vj ,则由
定理2可得一种便于递推计算的显式表达式,且为




In[x̂] = R−1
j +

N∑
i=1,i 6=j

HT
i R−1

i Hi,

x̂ = yj + Rj

N∑
i=1,i 6=j

HT
i R−1

i (yi − hi(x̂)).
(5)

公公公理理理 1 在定理2中, 求关于x的最小均方差估

计x̂,等价于求解如下问题

x̂ = arg min
x

N∑
i=1

‖yi − hi(x)‖2
R−1

i
. (6)

3 时时时滞滞滞非非非线线线性性性离离离散散散系系系统统统最最最优优优控控控制制制的的的IFE方方方
法法法(Optimal control for time-delayed nonlin-
ear discrete system based on IFE method)

3.1 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑如下时滞非线性离散系统

x(k + 1) =
d∑

i=0

fi(x(k − i), u(k − i)). (7)

式中: x(k) ∈ Rn为状态量; u(k) ∈ Rm为控制量;
f0(·, ·)是Rn×Rm上的n维光滑单调向量; fi(·, ·), i =
1 ∼ d是Rn × Rm上的n维向量; d为系统最大滞后步

长; x(τ) = x0, u(τ) = 0 , τ ∈ [−hd, 0), h为采样间

隔时间.
研究如下性能指标函数的最优控制问题,即求使

J =
kf∑

k=1

‖x(k)‖2
M(k) +

kf−1∑
k=0

‖u(k)‖2
N(k) (8)

达到极小的控制序列. 式(8)右边第1项表示对系
统状态进行调节的要求, M(k)表示相应的信息量;
第2项表示系统对控制量的要求, N(k)表示相应的
信息量; M(k)和N(k)均为对称正定阵; kf为终端时

刻.
从信息融合的角度, 上述最优控制问题共包含

有3kf个信息, 包括由式(7)所决定的kf个等式约束

信息,即

x(k + 1) =
d∑

i=0

fi(x(k − i), u(k − i)), k = 1 ∼ kf ,

等式约束信息属于硬约束信息; 根据公理1, 由
式(8)所转换的2kf 个软约束信息, 一是kf个期望状

态轨迹信息, 即(0 = x(k) + m(k), 且m(k) 为零均
值、方差为M−1(k)的白噪声, i = 1 ∼ kf ); 二是kf

个期望控制信息, 即(0 = u(k) + n(k), n(k)为零均
值、方差为N−1(k)的白噪声, k = 1 ∼ (kf − 1). 信
息融合控制的任务,就是融合上述3kf个信息,估计
出û(k), k = 0 ∼ (kf − 1).
正如我们在文献[6]中已指出,从理论上讲,可以

采用信息融合的集中解法, 直接融合上述3kf 个信

息,估计出最优控制序列(û(k), k = 0 ∼ (kf − 1)).
信息融合的集中解法虽思路简单,但计算复杂,且属
于开环控制,因此,下面详细讨论和推导信息融合控
制的递推算法.

3.2 最最最优优优协协协状状状态态态的的的IFE递递递推推推算算算法法法(Recursive algo-
rithm of optimal co-state based on IFE)
称融合关于x(k)的所有信息所得到的“最优融合

估计”x̂(k)为最优协状态,简称协状态.
显然, 在控制问题中, 当前的决策(包括最优协

状态和最优控制策略)只与当前的和未来的信息
有关. 因此, 分析本文最优控制问题的3kf个信息

后,实际上与x(k)有关的所有信息,包括如下3部分,
共3(kf − k) + 1个信息:

1)硬约束信息:

x(j+1)=
d∑

i=0

fi(x(j−i), u(j−i)), j =k ∼ kf .

2)软约束信息:

0 = x(j) + m(j), j = k ∼ kf .

3)软约束信息:

0 = u(j) + n(j), j = k ∼ (kf − 1).

同理, 与x(k + 1)有关的所有信息, 包括如
下3(kf − k − 1) + 1个信息:

1) x(j + 1) =
d∑

i=0

fi(x(j − i), u(j − i)),

j = (k + 1) ∼ kf ,

2) 0 = x(j) + m(j), j = (k + 1) ∼ kf ,

3) 0 = u(j) + n(j), j = (k + 1) ∼ (kf − 1).
因此,若已融合k时刻以后所有关于x(k+1)的信

息,并得到最优协状态x̂(k +1)及其信息量P (k +1),
则此时,关于x(k)的所有信息可表示为如下4个,即

1) x̂(k + 1) = x(k + 1) + ω(k + 1), ω(k + 1)为
零均值、方差为P−1(k + 1)的白噪声,

2) x(k + 1) =

f0(x(k), u(k)) +
d∑

i=1

fi(x(k − i), û(k − i)),
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3) 0 = x(k) + m(k),
4) 0 = u(k) + n(k).
值得注意的是,在信息融合控制中,信息满足无

后效性, 即, 过去和当前信息不影响未来决策, 而未
来所有信息影响当前决策. 因此,可将k时刻以前的

所有状态和所有控制策略均视为已知信息.
将上述关于x(k)的信息(1)和信息(4)融入信息

(2),有

x̂(k + 1)− ω(k + 1) =

f0(x(k),−n(k))+
d∑

i=1

fi(x(k−1), û(k−i)). (9)

若将式(9)表示成关于被估计量x(k)的信息融合
估计统一模型,则有

x̂(k+1)−
d∑

i=1

fi(x(k−i), û(k−i)) =

f0(x(k), 0)+v(k). (10)

式中v(k)为零均值、方差为Q−1(k)的白噪声. 且有,

Q(k) = [P−1(k+1)+B(k)N−1(k)BT(k)]−1. (11)

式中B(k) =
∂f0

∂u(k)
|u(k)=ũ(k), ũ(k)表示初值或迭代

运算中的上一次计算值.
至此,所有关于x(k)的信息浓缩为2个,即式(10)

和信息(3). 于是,根据定理2,可求得

P (k) = AT(k)Q(k)A(k) + M(k), (12)

∆x̂(k+1)= x̂(k+1)−f0(x̃(k), 0)−
d∑

i=1

fi(x(k − i), û(k − i)), (13)

x̂(k) = x̃(k) + P−1(k)[AT(k)Q(k) ·
∆x̂(k + 1)−M(k)x̃(k)]. (14)

式中A(k) =
∂f0

∂x(k)
|x(k)=x̃(k), x̃(k)表示初值或迭代

运算中的上一次计算值.

3.3 最最最优优优融融融合合合估估估计计计的的的IFE递递递推推推算算算法法法 (Recursive al-
gorithm of optimal control based on IFE)
在求关于u(k)的最优融合估计时,所包括的全部

信息,有:

1) x(j +1)=
d∑

i=0

fi(x(j−i), u(j−i)), j =k ∼ kf ,

2) 0 = x(j) + m(j), j = (k + 1) ∼ kf ,

3) 0 = u(j) + n(j), j = k ∼ kf .

同样, 若已融合关于x(k + 1)的所有信息, 并得
到x̂(k +1)及其信息量P (k +1) ,则关于u(k)的全部
信息浓缩为如下3个:

1) x(k + 1) =

f0(x(k), u(k)) +
d∑

i=1

fi(x(k − i), û(k − i)),

2) 0 = u(k) + n(k),
3) x̂(k + 1) = x(k + 1) + ω(k + 1).
融合信息(1)和信息(3), 且表示为信息融合估计

的统一模型,有

x̂(k + 1)−
d∑

i=1

fi(x(k − i), û(k − i)) =

f0(x(k), u(k)) + ω(k + 1). (15)

根据定理2, 融合关于u(k)的所有信息, 即: 式
(15)和0 = u(k) + n(k) ,则有

I[u(k)]=U(k)=BT(k)P (k+1)B(k)+N(k),(16)

∆x̂(k+1)= x̂(k+1)−
d∑

i=1

fi(x(k−i), û(k−i))−
f0(x(k), ũ(k)), (17)

û(k) = ũ(k) + U−1(k)[BT(k)P (k + 1) ·
∆x̂(k + 1)−N(k)ũ(k)]. (18)

式中B(k) =
∂f0

∂u(k)
|u(k)=ũ(k), ũ(k)表示初值或迭代

运算中的上一次计算值.

3.4 IFE迭迭迭代代代递递递推推推算算算法法法(Iterative recursive algo-
rithm based on IFE)
基于IFE方法, 求解线性离散系统的最优控制策

略所得到的递推算法[6]与教科书上给出的递推算法

完全相同[7]. 但是, 对于时滞离散系统,由于系统状
态方程中出现了k时刻以前的状态和控制策略,在递
推求解最优协状态时需要给出,因此,需要进行迭代
运算.
综合最优协状态和最优控制策略的IFE递推算

法,可得到如下IFE迭代递推算法.
Step 1 设

û(0)(j) = 0, j = −d ∼ (kf − 1),

求

x(k + 1) =
d∑

i=0

fi(x(k − i), u(k − i)),

k = 0 ∼ (kf − 1);x(0)(j) = x0, j = −d ∼ 0.

置迭代序号i = 1;
Step 2 求

A(i)(k) =
∂f0

∂x(k)
|x(k)=x(i−1)(k),u(k)=û(i−1)(k),

k = 0 ∼ (kf − 1);

B(i)(k) =
∂f0

∂u(k)
|x(k)=x(i−1)(k),u(k)=û(i−1)(k),

k = 0 ∼ (kf − 1);
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Step 3 求

Q(i)(k)=

[P (i)−1
(k+1)+B(i)(k)N−1(k)B(i)T(k)]−1,

P (i)(k) = A(i)TQ(i)(k)A(i)(k) + M(k),

∆x̂(i)(k + 1) =

x̂(i−1)(k+1)−
d∑

j=1

fj(x(i−1)(k−j), û(i−1)(k−j))−

f0(x(i−1)(k), 0),

x̂(i)(k) =

x(i−1)(k)+P (i)−1
(k)[A(i)T(k)Q(i)(k)∆x̂(i)(k+1)−

M(k)x(i−1)(k)],

k = (kf − 1) ∼ 1;

Step 4 求

∆x̂(i)(k + 1) =

x̂(i)(k+1)−
d∑

j=1

fj(x(i)(k−j), û(i)(k−j))−

f0(x(i)(k), û(i−1)(k)),

U (i)(k) = B(i)TP (i)(k + 1)B(i)(k) + N(k),

û(i)(k) =

û(i−1)(k) + U (i)−1
(k)[B(i)T(k)P (i)(k + 1) ·

∆x̂(i)(k + 1)−N(k)û(i−1)(k)],

x(i)(k + 1) =
d∑

j=0

fj(x(i)(k − j), û(i)(k − j)),

k = 0 ∼ (kf − d− 1);

Step 5 若最优控制策略收敛或迭代次数已到,

算法结束;否则,置i = i + 1,转Step2.

3.5 IFE迭迭迭代代代递递递推推推算算算法法法的的的最最最优优优性性性和和和收收收敛敛敛性性性说说说
明明明(Remarks for optimality and convergence of

IFE)

信息融合估计在加权二次均方指标意义下是最

优的[4], 当把期望的控制策略和期望的系统状态轨

迹转换为测量信息后,利用IFE方法估计出的最优控

制策略,本身亦是最小化性能指标式(8)所得到的结

论.因此, 利用IFE方法所估计出的最优控制策略是

性能指标式(8)意义下的最优.

对迭代递推算法的收敛性,若从信息与决策的角

度考虑, IFE迭代递推算法的收敛性可理解为逐渐充

分利用全部信息的过程.

从数值仿真结果表明,随着逐渐充分利用全部信

息,不仅最优性能指标序列是单调的,而且“状态序

列和控制序列”序列也是单调的.

4 例例例子子子(Example)
考虑与文献[3]完全相同的非线性离散时滞系统

的最优控制问题.问题如下:

J =
1
2




20∑
k=1

‖x(k)‖2"
0.1 0

0 0.1

# +
19∑

k=0

‖u(k)‖2"
0.2 0

0 0.1

#


 ,

x(k+1)=
[

0.9 0.1
−0.5−0.3

]
x(k)+

[
0

−0.8x1(k)x2(k)

]
+

[−0.3x1(k − 1)
0

]
+

[
0.1 0
0 0.1

]
u(k).

式中:

x(k) =
[
x1(k)
x2(k)

]
, u(k) =

[
u1(k)
u2(k)

]
,

x(τ) =
[−0.05
−0.5

]
,−1 6 τ 6 0.

根据IFE方法, 对上述最优控制问题所得结果
如图1∼4所示. 图1∼3为未经迭代运算的计算结果,
即1次运算所得结果. 实际上, 所研究问题而言, 通
过迭代运算后对系统性能指标函数值改善甚微,如
图4所示.

图 1 最优状态曲线

Fig. 1 Plot of optimal state

图 2 最优控制曲线

Fig. 2 Plot of optimal control strategy
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图 3 最优协状态曲线

Fig. 3 Plot of optimal co-state

图 4 最优性能指标曲线

Fig. 4 Plot of performance index

文献[3]采用DISOPE方法, 迭代运算5次后, 末端
值为

u(19) =
[
5.12× 10−3

4.83× 10−3

]
, x(20) =

[
6.17× 10−4

0.46× 10−4

]
,

所得性能指标为J = 1.57 × 10−2. 采用IFE方法,迭
代运算1次,末端值为

u(19)=
[

2.18× 10−7

−0.63× 10−7

]
, x(20)=

[−1.75× 10−6

1.06× 10−6

]
,

所得性能指标为J = 1.62× 10−3.
采用DISOPE方法, 从文[3]的仿真结果看, 算法

误差已降到3.8967× 10−6,且

u(19)=
[
5.21× 10−3

4.83× 10−3

]
, x(20)=

[
6.17× 10−4

0.46× 10−4

]
,

而性能指标值1.57 × 10−2远远高于IFE方法的性能
指标值1.62× 10−3,说明该算法可能进入局部极值.

DISOPE方法由于采用线性模型, 没有利用系统
的非线性信息,本质上属于无模型方法, 因此, 计算
效率低; 而IFE方法基于非线性模型, 充分利用非线
性模型信息,计算效率高,一般不需要迭代运算就可
以获得较高精度的最优解,而DISOPE方法甚至有可
能不能获得最优解.

5 结结结束束束语语语( Conclusion)
控制也是一种决策,决策离不开信息.信息融合

是一种普遍存在的思想,信息融合思想可用来解决
估计问题,包括评估, 决策问题等, 同样也可以解决
控制问题.
对非线性离散动态系统的最优控制问题, 文

献[8]指出, DISOPE方法所能提供的解是精确最优
的,甚至是别的方法所不能求得的. 然而,本文研究
发现, 当非线性系统模型已知时, DISOPE方法不能
提供精确最优解,因为DISOPE方法本质上属于无模
型方法, 且DISOPE方法收敛速度慢, 甚至有可能进
入局部极值点. 当非线性系统模型已知时,采用本文
提出的IFE方法,能真正提供精确最优解.
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