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摘要:本文提出了一类基于局部-整体反馈控制的多个体系统稳定性问题的框架. 该问题具有以下特点: 1) 每个
个体有自身的动力学演化规律,本文假设他们为带噪声的线性回归离散动态方程; 2) 每个个体通过优化自身的局
部目标函数与其他个体耦合在一起. 在此框架下,本文给出了最优的局部–整体反馈控制律,并初步研究了在此控
制律作用下系统的参数对闭环系统均方稳定性的影响.
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Abstract: We present a framework for the stability problem in a class of multi-agent systems with local-global feedback
control. It has the following features: 1) each agent has its own dynamics described by linear discrete dynamical equations
with noises; 2) each agent is coupled with other agents by optimizing its own cost functions. In this framework, we derive
the optimal local-global feedback control law, and analyzed the effect of the system parameters on the mean-square stability
of the closed-loop system.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来复杂多个体系统的研究引起了各个领

域科研人员的兴趣, 物理学家、生物学家、经济学
家、工程学家、语言学家、数学家等都开始从不同的

角度进行研究.复杂系统的一个重要特征是由多个
相对简单的个体组成, 每个个体都有自己的动力学
演化方式,个体与个体之间存在着相互作用,当个体
采取决策时不仅影响自身的行为,还会影响其他个
体的动力学行为,因而整个系统可能会“涌现”出
各种各样的结构和性质.
要对复杂系统进行建模,系统中个体之间相互作

用的量化是一个关键点. Vicsek等人 [1]提出了一个

“局部信息”进行更新的规则. Jadbabaie等人 [2]将

模型线性化, 通过分析指出系统在演化过程中形成
的邻居关系图的拓扑结构对系统的一致或同步起着

非常重要的作用. 该研究引起了多个体系统同步性
研究的热潮 [3∼5]. 但是这些条件加在系统的闭环轨
迹上,不宜验证.

黄民懿 [6]把所有个体通过局部目标函数联系起

来(称为弱耦合), 并对一类连续的线性随机系统进
行研究,通过求解代数Ricatti方程找出每个个体的控
制律(不一定是最优的), 证明了该控制律相对于每
个个体的收益函数来说为ε-Nash平衡点, 因而整个
系统呈现出一种竞争、协作的相对稳定的状态. 但
文献 [6]并没有考虑系统的稳定性.

本文对如下一类具有N个个体的线性离散回归

随机系统进行研究:

Σi : Ai(z)yi(k + 1) = Bi(z)ui(k) + wi(k + 1),

k > 0, i = 1, · · · , N,

假设每个个体追求的目标是: 使自身的状态尽
量接近所获得的的整体信息(所有个体状态的平均),
但又不至于耗费太大的能量, 因而定义个体的局部
目标函数为

Ji(ui(k)) = E
{
[yi(k + 1)− y(k)]2 + λu2

i (k)|F(k)
}
,
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在时刻k, 每个个体Σi根据自身信息{yi(j), ui(j −
1), j 6 k}(局部的)和{y(k)}(整体的, 但只是平均

量
1
N

N∑
i=1

yi(k))来得到其最优控制律.我们研究在此

最优控制律作用下系统的参数对闭环系统均方稳定

性的影响,得到了系统稳定与不稳定的充分条件.

2 例例例子子子(Example)
下面关于生产的例子受Basar与Ho的工作 [7]的

启发, 他们考虑的是由两家卖主组成的非零和静态
不合作对策;黄民懿 [6] 将其拓展为由多个公司组成

的动态模型. 我们在文献 [6]的基础上将问题离散
化(因为生产水平和价格的调整不会是每时每刻都
在进行的).
考虑由N个公司Fi(1 6 i 6 N)生产同一种商

品, yi(k)代表第i个公司Fi在第k阶段的生产水平.
首先,假定yi(k)满足下面的动力学方程:

yi(k + 1) = ui(k) + ciwi(k + 1), k > 0, (1)

其中ui(k)表示第i个公司在第k阶段所采取的增

加或减少产量的行动, 即系统的输入, ci为常数,
wi(k)为噪声的影响.
其次, 假定第k + 1阶段的价格按照下面的方式

给出:

p(k + 1) = η − γ(
1
N

N∑
i=1

yi(k)), (2)

这里η, γ > 0为常数.
N∑

i=1

yi(k)用N去平均,这样允许

更多的商家参与竞争以满足更大范围内的消费者进

行消费.
1
N

N∑
i=1

yi(k)表示扩大的市场上的平均生产

水平, γ为需求曲线的斜率.记y(k) =
1
N

N∑
i=1

yi(k).

最后, 假定公司Fi根据当前价格调整自己的产

量,我们按照以下比较粗的方式来调整生产水平:

yi(k + 1) ≈ βp(k + 1) = β[η − γy(k)] , v0, (3)

其中β > 0为一常数, v0 = β(η− γy(k)). 另外,我们
还必须考虑调整ui(k)所耗费的能量,我们把这一项
的消耗记为ru2

i (k), r > 0. 与文献 [6]不同, 我们在
此考虑每个公司Fi的一步超前二次指标函数:

Ji(k) = E
{
(yi(k + 1)− v0)2 + ru2

i (k)
}
. (4)

事实上, v0与β[η+y(k)]具有共同的性质:取所有
个体的平均.我们将目标函数中的v0用β[η+y(k)]来
代替,其中的常数项βη不影响优化,我们取为0；另
外本文只考虑β = 1的情形,当β 6= 1时讨论方法与
本文类似, 但结果可能有所不同. 我们把动力学模
型(1)推广到一般的ARMAX模型来考虑系统的稳定
性.

3 问问问题题题的的的描描描述述述及及及常常常用用用记记记号号号(Problem state-
ment and some notations)
考虑由N个个体组成的一类单输入单输出随机

系统,每个个体按照下面的动力学进行演化:

Σi : Ai(z)yi(k + 1) = Bi(z)ui(k) + wi(k + 1),

i = 1, · · · , N, (5)

其中 {yi(k)}, {ui(k)}和{wi(k)}分别表示个体Σi的

输出、输入及噪声过程(不失一般性, 对 ∀i ∈
{1, · · · , N} 假设 ui(k) = yi(k) = wi(k) =
0,∀k < 0), {Ai(z), Bi(z), i = 1, · · · , N} 为后移
算子 z(zyi(k) = yi(k − 1))的多项式:

Ai(z) = 1 + ai1z + · · ·+ aipi
zpi , pi > 0;

Bi(z) = bi1 + bi2z + · · ·+ biqi
zqi−1, qi > 1,

其中 aij, bil是参数, 而 pi 和 qi 是系统的阶数,
aipi

6= 0, biqi
6= 0. 引入参数向量

θi = [−ai1, · · · ,−aipi
, bi2, · · · biqi

]τ (6)

及相应的回归向量

ϕi(k) = [yi(k), · · · , yi(k − pi + 1),

ui(k − 1), · · · , ui(k − qi + 1)]τ , (7)

则系统 (5)可化为如下的线性回归模型

yi(k + 1) = θτ
i ϕi(k) + bi1ui(k) + wi(k + 1),

i = 1, · · · , N. (8)

为了分析问题方便,我们对噪声做如下假设:

假假假设设设 1 对任意的i, j ∈ {1, 2, · · · , N}, i 6=
j, {wi(k)}与{wj(k)}独立;对任意的i, {wi(k),F(k)}
是鞅差序列,且满足

sup
k

E[w2
i (k + 1)|F(k)] = σ2

i < ∞.

上面假设中的F(k)可以取为

F(k) = σ{wi(j), j 6 k, 1 6 i 6 N}.
根据第2部分关于生产的例子的分析, 将每个个
体Σi的局部目标函数定义如下:

Ji(ui(k))=E
{
[yi(k + 1)− y(k)]2 + λu2

i (k)|F(k)
}
,

1 6 i 6 N, (9)

其中λ > 0为加权系数, y(k) =
1
N

N∑
i=1

yi(k)为整体

平均信息.

定定定义义义 1 对于个体Σi, 局部–整体(Local-Global
简记作LG)反馈控制律 ui(k)是指:存在函数 f(·)使
得ui(k) = f(yi(j), ui(j − 1), y(k), j 6 k).

把个体Σi的LG反馈控制律的全体记做Ui(k),
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使 (9)达到最优的 LG反馈控制律为{u0
i (k), 1 6 i 6

N},即:

u0
i (k) = arg min

ui(k)∈Ui(k)
Ji(ui(k)).

定定定义义义 2 (均方稳定) 系统(5)称为均方稳定的是
指对任意的个体Σi,其输出满足: sup

k

Ey2
i (k) < ∞;

反之,系统(5)称为均方不稳定的是指存在某个体Σi,
其输出满足: sup

k

Ey2
i (k) = ∞.

本文的目的是对每个子系统Σi, 在任何时刻k,
基于局部信息{yi(j), ui(j−1), j 6k}和整体平均信
息{y(k)}, 求出{u0

i (k), 1 6 i 6 N}; 并考察在此最
优LG反馈控制律作用下各个子系统是否均方稳定.

本文中用到的一些记号:



Fi(z) = (bi1Bi(z) + λAi(z)),

Gi(z) =
1
N

bi1Bi(z)z,

Y (k + 1) = [y1(k + 1), · · · , yN(k + 1)]τ ,

w̃i(k + 1) = (λ + bi1Bi(z))wi(k + 1),

W̃ (k + 1) = [w̃1(k + 1), · · · , w̃N(k + 1)]τ .

(10)

4 主主主要要要结结结果果果(Main results)
将(8)带入局部目标函数(9),利用假设1,可得

Ji(u0
i (k)) = E

{
[θτ

i ϕi(k) + bi1ui(k) +

wi(k+1)−y(k)]2+λu2
i (k)|F(k)

}
=

E
{

[θτ
i ϕi(k) + bi1ui(k)−

y(k)]2 + λu2
i (k)|F(k)

}
+ σ2

i ,

极小化上式,很容易得到最优LG控制律为

u0
i (k) = bi1

y(k)− θτ
i ϕi(k)

b2
i1 + λ

, (11)

其中记号θi及ϕi(k)分别由(6)(7)定义.把(11)代入(8)
经过整理可得闭环子系统为

yi(k + 1) =

θτ
i ϕi(k) + b2

i1

y(k)− θτ
i ϕi(k)

b2
i1 + λ

+ wi(k + 1) =

λ

b2
i1 + λ

θτ
i ϕi(k) +

b2
i1

b2
i1 + λ

y(k) + wi(k + 1). (12)

对上述闭环系统,有以下定理成立.

定定定理理理 1 在假设1下,在由(11)所定义的最优LG
反馈控制律{u0

1(k), · · · , u0
N(k)} 作用下, 下面结果

成立:
i) 若λ = 0, 无论系统的参数{aij, bil, 1 6 i 6

N, 1 6 j 6 pi, 1 6 l 6 qi}如何选取, 系统(5)都是

均方不稳定的,并且每个子系统都均方不稳定,即对
每个个体Σi,都有:

sup
k

Ey2
i (k + 1) = ∞; (13)

ii) 若λ > 0, 如果系统(5)的参数{aij, bil, 1 6
j 6 pi, 1 6 l 6 qi, 1 6 i 6 N}及(9)中的λ使得关

于z的方程
N∏

i=1

[Fi(z)]−
N∑

i=1

Gi(z)
∏
j 6=i

[Fj(z)] = 0 (14)

的根都在单位圆外, 则闭环系统(12)是均方稳定的,
其中Fi(z), Gi(z)的定义见(10).

在证明定理之前,先介绍一个引理. 证明从略.

引引引理理理 1 设ai(z), bi(z), i = 1, · · · , N是算

子z的多项式,矩阵F (z) = [fij(z)]N×N 的元素为：

fii(z) = ai(z)− bi(z); fij(z) = −bi(z), i 6= j,

则

det(F (z)) =
N∏

i=1

ai(z)−
N∑

i=1

bi(z)
∏
j 6=i

aj(z).

定定定理理理1的的的证证证明明明.
分两种情形:

1) 若λ = 0,则闭环系统(12)退化成下面的形式:

yi(k + 1) = y(k) + wi(k + 1), (15)

将(15)两边对i求平均得到

y(k + 1) = y(k) + w(k + 1) = y(0) +
k+1∑
j=1

w(j),

其中w(k + 1) =
1
N

N∑
i=1

wi(k + 1),因而

E
(
y(k + 1)2

)
= E

(
y(0) +

k+1∑
j=1

w(j)
)2

=

(
y(0)

)2
+ y(0)E(

k+1∑
j=1

w(j)) + E
(k+1∑

j=1

w(j)
)2

=

(
y(0)

)2
+ E

(k+1∑
j=1

w(j)
)2

, (16)

式(16)中的最后一项为

E
( k+1∑

j=1

w(j)
)2

=
k+1∑
j=1

E
(
w(j)

)2
+ 2

∑
j<l

E
(
w(j)w(l)

)
,

利用假设1,对任意的j,有

E
(
w(j)

)2
= E

( 1
N

N∑
i=1

wi(j)
)2

=
1

N 2

N∑
i=1

σ2
i , (17)

进一步,对任意的j < l,有

E
(
w(j)w(l)

)
= E

[
w(j)E

(
w(l)|F(j)

)]
= 0, (18)
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再次利用假设1可知

Ey2
i (k + 1) = E(y(k) + wi(k + 1))2 =

Ey2(k) + σ2
i + 2E(y(k)wi(k + 1)) =

Ey2(k) + σ2
i , (19)

综合(16)∼(19)可得

E(yi(k + 1))2 = y2(0) + σ2
i +

k

N 2

N∑
i=1

σ2
i ,

很显然 lim
k→∞

E(yi(k+1))2 = +∞.从而定理中的i)得

证.
2) 若λ > 0,由记号(6)(7)和控制律(11)可得

θτ
i ϕi(k) =

−ai1yi(k)− · · · − aipi
yi(k − pi + 1) +

bi2u
0
i (k − 1) + · · ·+ biqi

u0
i (k − qi + 1) =

(1−Ai(z))yi(k + 1) + (Bi(z)− bi1)u0
i (k) =

(1−Ai(z))yi(k + 1) +

(Bi(z)− bi1)(bi1

y(k)− θτ
i ϕi(k)

b2
i1 + λ

), (20)

将等式两边合并得到

[1 +
bi1(Bi(z)− bi1)

λ + b2
i1

]θτ
i ϕi(k) =

(1−Ai(z))yi(k + 1) +
bi1

λ + b2
i1

(Bi(z)− bi1)y(k),

化简后有

(λ + bi1Bi(z))θτ
i ϕi(k) =

(λ+b2
i1)(1−Ai(z))yi(k+1)+bi1(Bi(z)−bi1)y(k).

将(12)两边同乘以(λ + bi1Bi(z))并将上式代入得

(λ + bi1Bi(z))yi(k + 1) =
λ

λ + b2
i1

[
(λ + b2

i1)(1−Ai(z))yi(k + 1) +

bi1(Bi(z)−bi1)y(k)
]
+

b2
i1

b2
i1+λ

[
λ+bi1Bi(z)

]
y(k)+

[
λ + bi1Bi(z)

]
wi(k + 1), (21)

经过整理可以得到

(bi1Bi(z) + λAi(z))yi(k + 1) =

bi1Bi(z)y(k) + (λ + bi1Bi(z))wi(k + 1),

将上式改写为矩阵的形式

M(z)Y (k + 1) = W̃ (k + 1), (22)

其中矩阵M(z) = [mij(z)]的元素满足:

1) mii(z) = Fi(z)−Gi(z); 2) mij(z) = −Gi(z).

根据引理1可知:

det M(z) =
N∏

i=1

Fi(z)−
N∑

i=1

Gi(z)
∏
j 6=i

Fj(z), (23)

若det M(z) = 0的根都在单位圆外, 则存在λij ∈
(0, 1),使得

(y2
i (k + 1)) = O

( N∑
j=1

k∑
l=0

(λij)k−lw2
j (l)

)
, (24)

因而sup
k

E(y2
i (k + 1)) < ∞.定理中的ii)得证.

推推推论论论 1 若进一步假设: Bi(z) 6= 0,∀|z| 6
1, i = 1, · · · , N.对于定理1的i),ii)两种情形,都有

sup
k

Ji(u0
i (k)) < ∞, i = 1, · · · , N. (25)

证证证 1) 若λ = 0,根据(15),可知

yi(k + 1) = y(k) + wi(k + 1) (26)

成立. 此时局部目标函数值为

Ji(u0
i (k)) = E{[yi(k + 1)− y(k)]2 =

Ew2
i (k + 1) = σ2

i .

因而结论成立.
2) 若λ > 0,根据定理1有

sup
k

Ey2
i (k) < ∞, i = 1, · · · , N, (27)

因而有

sup
k

Ey2(k) =

sup
k

1
N 2

E{
N∑

i=1

y2
i (k) +

∑
j 6=l

yj(k)yl(k)} 6

sup
k

1
N

E
N∑

i=1

y2
i (k) < ∞. (28)

注意到系统(5)的形式, 在推论1的条件下可知存
在λi ∈ (0, 1),使得

u2
i (k)=O(

k∑
j=0

λk−j
i y2

i (j))+O(
k∑

j=0

λk−j
i w2

i (j)), (29)

根据(28)和假设1可以得到

sup
k

E(u2
i (k)) < ∞, (30)

综合(28)∼(31),利用Ji(u0
i (k))的定义可知

sup
k

Ji(u0
i (k)) < ∞.

推论1得证.

结结结论论论 1 由定理1和推论1可以看到, 在λ >

0与λ = 0时,系统的目标函数值有下面的关系:

Ji(u0
i (k))|λ>0 > Ji(u0

i (k))|λ=0. (31)

但λ = 0时,系统自身是不稳定的,甚至会导致系统
的崩溃; 因此我们在实际中不能盲目的追求目标而
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不考虑为此而付出的代价.

例例例 1 设目标函数(9)中λ = 0.5; 系统(5)中的
Ai(z) = 1 + 0.2z;Bi(z) = −5 + 2z, i = 1, · · · , N ,
则根据定理1和推论1可知系统(5)均方稳定, 且局部
目标函数有界.

5 结结结论论论(Concluding remarks)
本文主要提出了一类基于局部–整体反馈控制的

多个体系统的稳定性问题的框架, 并在此框架下研
究了一类线性随机系统的均方稳定性. 但这些结果
都是很初步的,并且所用的方法有一定的局限性,还
有大量问题值得进一步深入研究,例如,我们没有考
虑反映整个系统状态的整体目标函数(例如同步性
问题等); 本文中的邻居关系还有很大的局限性, 实
际中,个体能预测到的平均信息可能是局部的. 希望
能在今后的研究中进一步考虑这些问题.
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