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线线线性性性系系系统统统对对对偶偶偶Luenberger观观观测测测器器器设设设计计计
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摘要:提出了线性系统对偶Luenberger观测器的参数化设计方法. 基于一类广义Sylvester矩阵方程的显式参数化
解,根据一些自由参数给出了对偶Luenberger观测器所有增益矩阵的参数化表达.该设计方法能提供所有的设计自
由度,它们能进一步用来实现系统的其他性能指标.数值例子显示了该方法的设计过程.
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Dual Luenberger observer design for linear systems
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Abstract: A parametric approach is proposed for the design of the dual Luenberger observers of linear systems. Based
on a complete parametric solution to a class of generalized Sylvester matrix equations, parametric expressions for all the
gain matrices of the observer are derived. The approach provides all the degrees of design freedom, which can be utilized
to achieve some additional design requirements. An illustrative example also shows the design procedure of the proposed
approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
当系统的状态不能完全量测得到时, 可以构造

一个动力学系统来估计系统的状态或状态的函数,
然后通过这个估计的状态设计控制律.这个估计系
统状态的动力学系统就是系统的观测器. 比较系
统地描述线性系统观测器的是Luenberger的经典论
文[1]. 该文认为观测器就是一个由原系统驱动的动
力学系统.基于这个思想提出了线性系统观测器的
统一形式,这在以后的文献中称之为Luenberger观测
器. 事实上, 该文还构造了一个动力系统去驱动原
系统, 这个动力系统就是所谓的对偶观测器. Lu-
berger观测器自提出后, 得到了广泛的研究. 文[2,3]
详细地讨论了Luenberger 观测器的最小阶数问题,
且提出了设计方法. 而文[4,5]还考虑了具有干扰解
耦功能的Luenberger观测器设计.但是,对于文[1]提

出的对偶观测器很少有人研究.据作者所知,仅文[6]
考虑基于文[1]提出的对偶观测器的环路复现问
题, 较详细讨论了该类环路复现的结构特征. 在该
文中, 这种观测器称为对偶Luenberger观测器. 和
文[6]一样,本文也将文[1]提出的对偶观测器称为对
偶Luenberger观测器. 本文主要考虑对偶Luenberger
观测器的设计方法, 也希望通过本文引起广大
学者对对偶Luenberger观测器的注意, 期望对它
的研究如同对Luenberger观测器一样系统完善, 如
将其应用到故障检测, 干扰解耦等问题. 本文基
于文[7]提出的Sylvester矩阵方程的一个完全参数
化解, 建立了对偶Luenberger观测器的参数化设
计方法. 根据3个设计参数集合, 即观测器系统
矩阵特征值集合{si, i = 1, 2, · · · , p}, 一组参向
量{gi, i = 1, 2, · · · , p}及参数矩阵W和N ′,给出了
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所有观测器增益矩阵的参数形式. 这些自由参数表
征了系统设计中存在的自由度.本文的设计方能提
供所有的设计自由度,它们可用以进一步考虑系统
的其他性能和指标(如干扰解耦、LTR, LQR、鲁棒性
等), 因此有很强的应用潜力. 最后的数值例子说明
了该设计方法的应用过程,显示了本文设计方法的
有效性.

2 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem formulation)
考虑时不变线性系统{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t),

(1)

其中: x(t)是n维状态向量, u(t)为r维输入控制向量,
y(t)为m维输出向量; A,B, C为适当维数的已知实

矩阵. 假设系统(1)满足
① 矩阵C行满秩,即rank C = m;
② 矩阵对(A,C)能观,即对任意s ∈ C,

rank
[
sI −A

C

]
= n.

对系统(1)构造对偶Luenberger观测器



ż(t) = Fz(t) + Mw(t),
w(t) = y(t) + CPz(t),
u(t) = Gz(t) + Nw(t),

(2)

其中z ∈ Rp为观测器的动态变量. 如果期望输入
为u = Ly(t), 则由文[1]知,若系统(2)构成系统(1)的
对偶观测器,其系统矩阵应满足如下关系:
① 矩阵F是稳定的;
②

AP −BG = PF ; (3)

③

L = PM + BN. (4)

基于上述表述, 本文的对偶Luenberger观测器设
计问题可如下描述.
问题DLO 给定实矩阵A,B, C和L, 求取矩阵

F, G, P, M和N使得F Hurwitz稳定且满足关系(3)
和(4).

3 问问问题题题的的的求求求解解解(Solution to problem DLO)
3.1 矩矩矩阵阵阵F, G和和和P的的的参参参数数数化化化表表表示示示(Parametric ex-

pressions of matrices F, G and P )
由于非退化矩阵有较小的特征值灵敏度.不失一

般性,假设观测器矩阵F 是非退化的,即有如下表示

F = W−1JW, J = diag{s1, s2, · · · , sp}. (5)

很显然矩阵J为F的Jordan标准型矩阵, 而矩阵W为

F的特征向量矩阵. 进一步,记

W = [w1 w2 · · · wp ],

则为保证观测器矩阵是实稳定矩阵, 如下的约束条
件应该满足:
约束C1: Re(si) < 0, i = 1, 2, · · · , p且{s1, s2,

· · · , sp}自共轭;
约束C2: wi = wj ,当si = sj .
考虑到关系(5),令

P = V W,G = −HW, (6)

则矩阵方程(3)变为

AV + BH = V J,

该方程就是文[7]研究的所谓Sylvester矩阵方程. 作
如下右互质分解:

(sI −A)−1B = N(s)D−1(s), (7)

其中N(s) ∈ Rn×r[s]和D(s) ∈ Rr×r[s]右互质. 应
用文[7]的结果并考虑到式(6)可以得到如下关于矩
阵P和G参数化解.

定定定理理理 1 给定满足假设①和②的系统(1), 且矩
阵F由式(5)参数化给出,则满足矩阵方程(3)的所有
矩阵P和G可参数化表示为{

P = [N(s1)g1 N(s2)g2 · · · N(sp)gp]W,

G = −[D(s1)g1 D(s2)g2 · · · D(sp)gp]W,
(8)

其中N(s) ∈ Rn×r[s]和D(s) ∈ Rr×r[s]为满足
分解(7)的右互质多项式矩阵, 而gi ∈ Cp, i =
1, 2, · · · , p为一组任意的参数向量.

为保证矩阵P和G是实的, 自由参数向量gi ∈
Cp, i = 1, 2, · · · , p还应满足如下约束条件:
约束C3: gi = gj ,当si = sj .

3.2 矩矩矩阵阵阵M和和和N的的的参参参数数数化化化表表表示示示(Parametric expres-
sions of matrices M and N )
矩阵方程(4)可以等价地写为

L = [P B ]
[
M

N

]
, (9)

由矩阵理论易知,为使满足式(4)的矩阵存在还应满
足如下约束条件:
约束C4:

rank[P B ] = rank[P B L ].

在约束C4的条件下, 可以得到如下定理所述关
于矩阵M和N 的参数化表达.

定定定理理理 2 给定满足假设①和②的系统(1), 且
观测器增益矩阵F, P和G由式(5)(8)参数化给出. 则
在约束C1∼C4成立的条件下, 存在一个矩阵L0 ∈
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Rm∗×m和可逆矩阵Q满足

Q′ [P B
]
Q =

[
T0 0
0 0

]
, Q′L =

[
L0

0

]
, (10)

其中: T0 ∈ Rm∗×m∗
非奇异, m∗为约束C4的公共秩.

这时,矩阵M和N由下式给出[
M

N

]
= Q

[
T−1

0 L0

N ′

]
, (11)

其中N ′ ∈ R(m+p−m∗)×m为实参数矩阵.

证证证 在约束C4的条件下, 存在非奇异矩阵Q′和
Q满足式(10). 在式(9)两端左乘Q′并考虑到(10)可得[

L0

0

]
=

[
T0 0
0 0

]
Q−1

[
M

N

]
,

这等价于

L0 =
[
T0 0

]
Q−1

[
M

N

]
. (12)

令

Q−1

[
M

N

]
=

[
M ′

N ′

]
, N ∈ R(r+p−m∗)×m, (13)

则式(12)变为

L0 = M ′T0. (14)

结合式(13)就可得到增益矩阵M和N的参数化表达

式(11).

3.3 算算算法法法(Algorithm)
总结上面的结果, 可以得到如下关于求解问

题DLO的定理.

定定定理理理 3 给定满足假设①和②的系统(1),则
① 系统(1)存在形如(2)的且观测器矩阵F 非退

化的对偶观测器当且仅当存在参数si, wi, gi, i =
1, 2, · · · , p满足约束C1∼C4.
② 当条件①满足时,对偶观测器(2)的增益矩阵

由式(5)(8)和(11)给出.

基于上面的工作, 可以得到求解问题DLO的算
法.
算算算法法法DLO
第第第1步步步 求解满足右互质分解式(7)的右互质多

项式矩阵D(s)和N(s);
第第第2步步步 确定观测器的阶并获得约束C1∼C4的

参数表达;
第第第3步步步 求解满足式(10)的矩阵T0, L0和Q;
第第第4步步步 找到一组满足约束C1∼C4的参数si, wi,

gi, i = 1, 2, · · · , p;
第第第5步步步 给定参数矩阵N ′的值并基于上一步获

得的参数, 根据式(5)(8)和(11)给出对偶观测器的
增益矩阵.

注注注 1 上面算法第1步中的右互质多项式矩阵的求解
方法已由文[7]给出.对矩阵

G =

"
In A− sIn B

0 In+r

#
(15)

的前n行实施初等行变换,对其后n + r列实施初等列变换,
将其化为如下形式:

H =

"
P (s) 0 In

0 Q(s)

#
, (16)

其中P (s) ∈ Rn×n[s]和Q(s) ∈ R(n+r)×(n+r)[s]为单位模

阵,则Q(s)的前n列恰好给出矩阵
h
NT(s) DT(s)

iT
.

注注注 2 如果闭环极点是固定的,可以采用文[8]提出的
方法, 不必求取矩阵多项式形式的N(s)和D(s). 可以对矩
阵[B A− siI ]进行如下奇异值分解:

Φi[B A− siI ]Ψi =
h
Σi 0

i
, i = 1, 2, · · · , p,

其中Φi, Ψi, i = 1, 2, · · · , p是适当维数的酉矩阵, Σi是

由[B A− siI ]的奇异值构成的对角矩阵. 对Ψi进行分块

就有

Ψi =

"
∗ D(si)

∗ N(si)

#
,

这样就可以得到数值右互质分解. 由于用的是奇异值分解,

因此有很好的数值稳定性,而且所采用方法可以避开矩阵

多项式的计算.

4 数数数值值值算算算例例例(An illustrative example)
考虑形如(1)的线性系统,其系数矩阵为:

A =




0 1 0
0 0 1
0 0 1


 , B =




0 0
0 1
1 0


 , C =

[
0 1 0

]
,

且增益矩阵取为L = [1 0 1]T. 下面应用算法DLO
给该系统设计一个形如(2)的对偶Luenberger观测器.
第第第1步步步 应用文[7]给出的方法得满足分解(7)的

右互质多项式为

N(s) =




1 0
s 0
0 1


 , D(s) =

[
0 s− 1
s2 − 1

]
.

第第第2步步步 对本例, 设计形如式(2)的一阶对偶Lue-
nberger观测器. 不失一般性, 矩阵W可取为1, 这样
约束C2满足. 为满足约束C1,使观测器极点s取为负

实数,这样F = s. 选取实参数向量

g =
[
α1 α2

]T
,

则约束C3自动成立. 考虑到式(8),则矩阵P和G的参

数化表达为
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P =




α1

sα1

α2


 , G =

[
(s− 1)α2

s2α1 − α2

]
.

这样约束C1为α1 6= 0,这时m∗ = 3.
第第第3步步步 在条件α1 6= 0下, 矩阵Q′和Q均可选为

单位阵,这时矩阵T0和L0为

T0 =




α1 0 0
sα1 0 1
α2 1 0


 , L0 =




1
0
1


 .

第第第4步步步 总结以上内容,此例中的设计自由度包
括特征值s和参数α1, α2.
第第第5步步步 矩阵M和N可参数化表达为

[
M

N

]
=




α1 0 0
sα1 0 1
α2 1 0



−1 


1
0
1


 =




1
α1

−α2

α1

+ 1

−s


 .

这样

M =
1
α1

, N =

[
−α2

α1

+ 1

−s

]
.

特别选取s = −1, α1 = 1, α2 = −1,则可得到形如
式(2)具有如下增益矩阵的对偶Luenberger观测器:

F =−1, P =




1
−1
−1


 , G=

[
2
2

]
,M =1, N =

[
2
1

]
.

5 结结结语语语(Conclusions)
基于一类广义Sylvester矩阵方程的显式参数化

通解提出了线性系统的对偶Luenberger观测器的参
数化设计方法. 该方法能提供所有的设计自由度.这
些设计自由度由观测器系统的特征值,一组参数向
量和一个参数矩阵等几部分构成. 这些设计参数可

以用来进一步获得系统的其他性能指标.另外也希
望本文能引起广大学者对对偶Luenberger观测器的
注意,进一步考虑其他性质及其在各方面的应用.
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