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摘要:针对一类MIMO不确定非线性系统的输出跟踪问题,基于自适应反步法和滑模控制为其设计了鲁棒自适
应控制器. 模型包含3种不确定性: 1)参数不确定性; 2)输入增益的不确定性; 3)代表系统未建模动态和干扰的不确
定函数,该函数有界. 以非完整移动机械臂的输出跟踪控制为目标,对其进行仿真实验,实验结果表明所提出的控
制算法是正确有效的.
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Abstract: Combining the adaptive Backstepping with the sliding mode control, we present a robust adaptive controller
for a class of MIMO uncertain nonlinear systems. The model contains three forms of model uncertainty: 1) parametric
uncertainty; 2) uncertainty in the input gains; 3) bounded uncertain functions which represent unmodelled dynamics and
disturbances. The results of numerical simulation for the output tracking control of nonholonomic mobile manipulators are
presented to demonstrate the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
对于不确定非线性系统, 滑模控制是一种较为

有效的鲁棒控制方法,出现了许多研究成果[1∼3]. 虽
然滑模控制具有良好的跟踪性能,但它要求系统的
不确定性满足所谓匹配条件[1], 且不能处理具有未
知参数的系统. 近10多年来, 反步设计法引起了国
内外有关学者的高度重视.反步法不仅可以处理非
匹配不确定性, 而且可以处理带有未知参数的非线
性系统,故反步法在非线性系统的控制设计中取得
了巨大成功[4∼6], 并被推广到自适应控制、鲁棒控
制、滑模控制等多个领域. 这主要是因为反步法可
通过反向设计使控制V函数和控制器的设计过程系

统化、结构化,且可以控制相对阶为n的非线性系统,
消除了经典无源性设计中相对阶为1的限制.文献[7,
8]将自适应反步法与滑模控制相结合很好地实现了
系统的控制性能.

本文研究的是具有3种不确定性的MIMO非线性
系统的输出跟踪问题.将自适应反步法与滑模控制
结合起来为其设计了鲁棒自适应控制器. 然后以非
完整移动机械臂的输出跟踪控制为目标,对其进行
仿真实验,仿真结果证明了它的正确有效性.

2 问问问题题题的的的提提提出出出(Problem statement)
考虑如下形式的MIMO非线性不确定系统:




ẋi = xi+1 + fi(x1, · · · , xi) + ϕi(x1, · · · , xi)θ+
di(x,w, t), 1 6 i 6 n− 1,

ẋn = fn(x) + ηg(x)u + ϕn(x)θ + dn(x,w, t),
y = x1,

(1)

其中: x = [x1, x2, · · · , xn]T为系统状态, y为输出,
xi, fi, di, u ∈ Rm, ϕi ∈ Rm×p, i = 1, 2, · · · , n,
g(x) ∈ Rm×m, θ ∈ Rp为未知的常参数向量;
di(x,w, t), i = 1, 2, · · · , n为包含系统未建模动态

和干扰的有界未知非线性函数, w为不确定时变参

数, η ∈ R为未知的控制输入增益常系数.
控制目标:设计鲁棒自适应控制器使系统输出能

跟踪期望输出.设计控制器之前,先做如下假设:
假假假设设设 1 给定的有界参考信号yr(t)连续可导

且n阶导数有界.
假假假设设设 2 g(x)可逆.
假假假设设设 3 存在已知正值函数δi(x1, · · · , xi)使得

|di(x,w, t)|6δi(x1,· · ·, xi), i=1, 2,· · ·, n. (2)
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3 鲁鲁鲁棒棒棒自自自适适适应应应控控控制制制器器器设设设计计计(Robust adaptive
controller design)
第第第1步步步 定义误差变量:

z1 = x1 − yr, z2 = x2 − ẏr − α1.

对z1求导有

ż1 =z2+α1+f1(x1)+ωT
1 (x1)θ̂+d1+ωT

1 (x1)θ̃,

(3)

其中: ω1(x1) = ϕT
1 (x1), θ̂为θ的估计值, θ̃ = θ − θ̂.

取Lyapunov函数

V1 =
1
2
zT
1 z1 +

1
2
θ̃TΓ−1θ̃.

其中Γ为正定的自适应增益矩阵,则

V̇1 = zT
1 (z2+α1+f1+ωT

1 θ̂+d1)+θ̃TΓ−1(Γω1z1− ˙̂
θ).

取虚拟控制α1 = −c1z1 − f1 − ωT
1 θ̂ − γ

4
δ2
1z1eat,

(a和γ都是正数, c1 = diag{c1}, c1 > 0,下同),则有

ż1 =−c1z1+z2+ωT
1 (x1)θ̃+d1− γ

4
δ2
1z1eat, (4)

V̇1 6−c1z
T
1 z1+zT

1 z2+
1
γ

e−at+θ̃TΓ−1(τ1− ˙̂
θ).

其中τ1 = Γω1z1.
第第第k步步步 k = 2, 3, · · · , n− 1,依此类推,有

zk+1 = xk+1 − y(k)
r − αk,

żk = zk+1 + αk + fk + ωT
k θ̂ −

k−1∑
i=1

∂αk−1

∂xi

xi+1 −
k−1∑
i=1

∂αk−1

∂xi

fi − ∂αk−1

∂θ̂

˙̂
θ − ∂αk−1

∂t
+ ωT

k θ̃ + ζk.

(5)

取虚拟控制为

αk(x1, · · · , xk, θ̂, t) =

−zk−1 − ckzk − ωT
k θ̂ +

k−1∑
i=1

∂αk−1

∂xi

xi+1 +

k−1∑
i=1

∂αk−1

∂xi

fi +
∂αk−1

∂t
+

∂αk−1

∂θ̂
τk +

ωT
k ΓT(

k−2∑
i=1

(
∂αi

∂θ̂
)Tzi+1)−∆k, (6)

则有

żk =

−zk−1−ckzk+zk+1+ωT
k θ̃+

∂αk−1

∂θ̂
(τk− ˙̂

θ)+

(
k−2∑
i=1

zT
i+1

∂αk−1

∂θ̂
)Γωk + ζk −∆k. (7)

取Lyapunov函数

Vk =
1
2

k∑
i=1

zT
i zi +

1
2
θ̃TΓ−1θ̃, k = 2, 3, · · · , n− 1,

则有

V̇k 6 −
k∑

i=1

zT
i cizi + zT

k zk+1 +
k(k + 1)

2γ
e−at +

θ̃TΓ−1(τk − ˙̂
θ) + (

k−1∑
i=1

zT
i+1

∂αi

∂θ̂
)(τk − ˙̂

θ).

其中:

ck > 0, ωk = ϕT
k −

k−1∑
i=1

(
∂αk−1

∂xi

ϕi)T, k > 2,

τk = τk−1 + Γωkzk = Γ
k∑

i=1

ωizi,

ζk = dk −
k−1∑
i=1

∂αk−1

∂xi

di,

∆k =
γ

4
eatzk(δ2

k +
k−1∑
i=1

(
∂αk−1

∂xi

)T(
∂αk−1

∂xi

)δ2
i ).

第第第n步步步 与滑模控制的结合.
在算法的最后一步加入下面定义的滑动流形:

S =
n−1∑
i=1

mizi + zn. (8)

其中mi = diag{mi}(i = 1, 2, · · · , n − 1)为使下列
多项式为Hurwitz的正常数:

ξn−1 + mn−1ξ
n−2 + · · ·+ m2ξ + m1 = 0.

定义zn = xn − y(n−1)
r − αn−1,则

żn = ẋn − y(n)
r − α̇n−1 =

f(x) + ηg(x)u + ωT
n (x)θ̂ − y(n)

r + ξn −
n−1∑
i=1

∂αn−1

∂xi

xi+1 −
n−1∑
i=1

∂αn−1

∂xi

fi −
∂αn−1

∂θ̂

˙̂
θ − ∂αn−1

∂t
+ ωT

n (x)θ̃.

令

αn = −∂αn−1

∂θ̂
τn −

n−1∑
i=1

∂αn−1

∂xi

xi+1 −
n−1∑
i=1

∂αn−1

∂xi

fi − ∂αn−1

∂t
,

ζn = dn −
n−1∑
i=1

∂αn−1

∂xi

di,

ωn = ϕT
n −

n−1∑
i=1

(
∂αn−1

∂xi

ϕi)T,

则有
żn = f(x) + ηg(x)u + ωT

n θ̂ − y(n)
r + ζn +

αn +
∂αn−1

∂θ̂
τn − ∂αn−1

∂θ̂

˙̂
θ + ωT

n θ̃. (9)

取Lyapunov函数

Vn = Vn−1 +
1
2
STS +

1
2λ

η̃2,

其中: η̃ = η − η̂, η̂为η的估计值, λ > 0为设计常数.
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则有

V̇n 6 −
n−1∑
i=1

zT
i cizi + zT

n−1zn +
(n− 1)n

2γ
e−at +

θ̃TΓ−1(τn−1− ˙̂
θ)+(

n−2∑
i=1

zT
i+1

∂αi

∂θ̂
)(τn−1 − ˙̂

θ) +

1
σ

η̃(− ˙̂η) + ST[f(x) + ηg(x)u + ωT
n θ̂ − y(n)

r +

ζn + αn − ∂αn−1

∂θ̂

˙̂
θ +

∂αn−1

∂θ̂
τn + ωT

n θ̃ +

n−1∑
i=1

mi(−zi−1 − cizi + zi+1) +
n−1∑
i=1

miω
T
i θ̃ +

n−1∑
i=1

mi(ξi −∆i) +
n−1∑
i=1

mi

∂αi

∂θ̂
(τi − ˙̂

θ) +

n−1∑
i=1

miω
T
i ΓT(

i−1∑
j=1

(
∂αj

∂θ̂
)Tzj+1)].

令

τn = τn−1 + Γ (ωn +
n−1∑
i=1

miωi)S, (10)

则有

V̇n 6 −
n−1∑
i=1

zT
i cizi + zT

n−1zn +
(n− 1)n

2γ
e−at +

θ̃TΓ−1(τn − ˙̂
θ) + (

n−2∑
i=1

zT
i+1

∂αi

∂θ̂
)(τn − ˙̂

θ) +

ST[f(x)+η̂g(x)u+ωT
n θ̂−y(n)

r +ζn+αn+
∂αn−1

∂θ̂
(τn− ˙̂

θ)+
n−1∑
i=1

mi(−zi−1−cizi+zi+1) +

n−1∑
i=1

mi(ξi −∆i) +
n−1∑
i=1

mi

∂αi

∂θ̂
(τi − ˙̂

θ) +

n−1∑
i=1

miω
T
i ΓT(

i−1∑
j=1

(
∂αj

∂θ̂
)Tzj+1)]−

ST(ωn +
n−1∑
i=1

miωi)TΓT(
n−2∑
i=1

zT
i+1

∂αi

∂θ̂
)T+

1
λ

η̃(− ˙̂η + STg(x)u).

取参数更新律为: ˙̂
θ = τn, ˙̂η = STg(x)u;并考虑

下面的自适应滑模控制器:

u = −1
η̂
g−1(x)[f(x) + ωT

n θ̂ − y(n)
r + αn +

n−1∑
i=1

mi(−zi−1 − cizi + zi+1)−
n−1∑
i=1

mi∆i +
n−1∑
i=1

mi

∂αi

∂θ̂
(τi − τn) +

n−1∑
i=1

miω
T
i ΓT(

i−1∑
j=1

(
∂αj

∂θ̂
)Tzj+1)−

(ωn+
n−1∑
i=1

miωn)TΓT(
n−2∑
i=1

zT
i+1

∂αi

∂θ̂
)
T

+KS+

W sgn(S)+vnsgn(S)+
n−1∑
i=1

mivisgn(S)]. (11)

其中:

K = diag{ki}, W = diag{wi}, ki, wi > 0,

vi = δi +
i−1∑
j=1

∥∥∥∥
∂αi−1

∂xj

∥∥∥∥δj, i = 1, 2, · · · , n,

sgn(·)为符号函数. 则有

V̇n 6 −
n−1∑
i=1

ciz
T
i zi + zT

n−1zn +
(n− 1)n

2γ
e−at −

kiS
TS − wi ‖S‖+ ST[ζn − vnsgn(S) +

n−1∑
i=1

mi(ζi − visgn(S))] 6

−[zT
1 zT

2 · · · zT
n ]Q[z1 z2 · · · zn]T +

(n− 1)n
2γ

e−at − wi min ‖S‖ .

其中

Q =




c1 + Km2
1 Km1m2 · · · Km1mn−1 Km1

Km1m2 c2 + Km2
2 · · · Km2mn−1 Km2

...
...

...
...

...

Km1mn−1 Km2mn−1 · · · cn−1 + Km2
n−1−

I

2
+ Kmn−1

Km1 Km2 · · · −I

2
+ Kmn−1 K




.

只要适当选择参数K,mi, ci(i = 1, 2, · · · , n −
1)就可保证矩阵Q正定. 令W̃n = [z1 z2 · · · zn]
Q[z1 z2 · · · zn]T + wi min ‖S‖, ε = n/γ,只要γ取

足够大, ε就可以足够小. 则有
V̇n 6 −W̃n + ε(n− 1)e−at/2.

故有

06
w t

0
W̃ndt6Vn(0)+ε(n−1)(1−e−at)/(2a),

且

lim
t→∞

w t

0
W̃ndt 6 Vn(0) + ε(n− 1)/(2a) < ∞.

由 Barbalat 定理[9]可知, lim
t→∞ W̃n = 0; 则有

lim
t→∞ zi = 0(i = 1, · · · , n), lim

t→∞S = 0, lim
t→∞(x1 −

yr) = 0,从而保证了系统在滑动面S = 0上的稳定
性,达到轨迹跟踪的目的.
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如果ε为足够小的正数, a适当大,则有V̇n < 0.
另外, 也可以适当选取设计参数K, W, ci,mi, 使
得V̇n < 0,进而达到控制目的.

4 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation experiment)
4.1 包包包含含含驱驱驱动动动电电电机机机动动动态态态特特特性性性的的的移移移动动动机机机械械械臂臂臂简简简化化化

动动动态态态模模模型型型(Reduced dynamic model including
motor dynamics of mobile manipulators)

考虑如图1所示的移动机械臂系统, 其包含驱
动电机动态特性的简化动态方程可表示为[10]





q̇ = S(q)v,

M̄(q)v̇ + V̄ (q, q̇)v + Ḡ(q) = τ,

τ̇ = H1u−H2τ −H3v.

(12)

其中: q = [xc yc ϕ θ1 θ2 ]T, M̄ = STMS,
V̄ = ST(MṠ + V S), Ḡ = STG, B̄ = STB =
I . τ = [τr τl τ1 τ2 ]T, M(q)为对称正定惯性
矩阵, V(q, q̇)为哥氏力和向心力矩阵, G(q)为万有
引力矢量, B(q)为输入转换矩阵, τ为转矩输入矢

量, v = [v1 v2 v3 v4 ]T = [ θ̇r θ̇l θ̇1 θ̇2 ]T,

S(q) =


l

2
cos ϕ− l

R
d sinϕ

l

2
cos ϕ +

l

R
d sinϕ 0 0

l

2
sinϕ +

l

R
d cos ϕ

l

2
sinϕ− l

R
d cos ϕ 0 0

l

R
− l

R
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




,

l为驱动轮半径, R为两驱动后轮之间的距

离, d为移动平台的质心C到两驱动后轮的中

心P之间的距离, ϕ为移动平台的方向角; H1 =
diag{βikTi/Li}, H2 = diag{ri/Li}, H3 =
diag{β2

i kTikei/Li}, i = 1, 2, 3, 4, u = [u1, u2, u3,

u4]T, L, r, ke, kT为驱动电机的电枢电感、电阻、反

电势常数和转矩常数, β为齿轮减速比.

图 1 两连杆移动机械臂

Fig. 1 Mobile manipulators with two link

4.2 鲁鲁鲁棒棒棒自自自适适适应应应控控控制制制器器器设设设计计计(Robust adaptive con-
troller design)

基于第3部分的设计原理为系统(12)设计鲁棒
自适应控制器. 不失一般性, 假设4台驱动电机都
采用相同的DC电机, 参数都未知, 且系统存在有
界扰动,则系统简化动态方程(12)可表示为




q̇ = S(q)v,

v̇ = M̄−1(q)(τ − V̄ (q, q̇)v − Ḡ(q)),

τ̇ = φ1H̄1u− φ2H̄2τ − φ3H̄3v + d.

(13)

其中: φ1 = kT /L, φ2 = r/L, φ3 = kT ke/L,
H1 = φ1H̄1,H2 = φ2H̄2,H3 = φ3H̄3, ‖d‖ 6 δ.
定义移动机械臂的输出

Y =[y1 y2 y3 y4 ]T =[xc yc θ1 θ2 ]T. (14)

控制目标: 设计控制u以使 lim
t→∞(Y − Yd) = 0,

lim
t→∞(Ẏ − Ẏd) = 0,其中Yd为期望的连续可微的输

出轨迹.
微分方程(14)得

Ẏ = B1(ϕ)v, Ÿ = B1(ϕ)v̇ + Ḃ1(ϕ)v,
...
Y = B1(ϕ)v̈ + 2Ḃ1(ϕ)v̇ + B̈1(ϕ)v =

P + D(φ1H̄1u− φ2H̄2τ − φ3H̄3v + d).

其中: P = 2Ḃ1v̇ + B̈1v − D(M̃ v̇ + ˙̄V v + ˙̄G),
D = B1M̄

−1,因B1非奇异且其元素仅为正弦、余

弦函数的组合,故D为非奇异且有界,即‖D‖ 6 fd.

B1(ϕ) =


l

2
cos ϕ− l

R
d sinϕ

l

2
cos ϕ+

l

R
d sinϕ 0 0

l

2
sinϕ+

l

R
d cos ϕ

l

2
sinϕ− l

R
d cos ϕ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




,

ϕ̇ =
l

R
(v1 − v2), M̃ = ˙̄M + V̄ .

取状态变换和非线性输入变换

Z1 = Y, Z2 = Ẏ , Z3 = Ÿ , (15)

ν = DH̄1u. (16)

令w1 = DH̄2τ , w2 = DH̄3v为中间变量, 则输出
式(14)满足如下的动态方程:




Ż1 = Z2,

Ż2 = Z3,

Ż3 = P + φ1ν − φ2w1 − φ3w2 + Dd.

(17)

可见式(17)具有式(1)的形式, 其中: f1 = f2 = 0,
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ϕ1 = ϕ2 = 0, d1 = d2 = 0, f3 = P , η =
φ1, ϕ3 = [−w1 −w2 ], θ = [φ2 φ3 ]T, d3 = Dd,
且‖d3‖ 6 fdδ.
假设给定轨迹为Zd = Yd = [z1d z2d z3d z4d ]T,

为使系统(13)的输出跟踪上给定的输出, 按着
第3部分的设计方法得参数更新律为

˙̂
φ1 = λSTν,

˙̂
φ2 = −γ2S

Tw1,
˙̂

φ3 = −γ3S
Tw2,

(18)

控制器ν满足如下的方程:
P + φ̂1ν − φ̂2w1 − φ̂3w2 − Z

(3)
d −

α̇2 + m2(E3 + α2 − α̇1) + m1(E2 + α1) =

−k1S − (k2 + v3)sgn(S). (19)

其中: v3 = fdδ2, E1 = Z1 − Zd, E2 = Z2 −
Żd − α1, E3 = Z3 − Z̈d − α2为输出误差变量;
α1 = −c1E1, α2 = −E1 − c2E2 + α̇1为虚拟

控制; S = m1E1 + m2E2 + E3 为切换函数;
ci = diag{ci}(i = 1, 2)为正定矩阵, λ 为大于0的
设计常数, Γ = diag{γ2, γ3}为正定设计矩阵,
φ̂i(i = 1, 2, 3)为φi(i = 1, 2, 3)的估计值.
将得到的控制ν代入式(16),即得系统所需的控

制输入u.

4.3 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)

为了验证上面所设计的鲁棒自适应控制器的

有效性, 进行了仿真实验. 在仿真中, 假定移动机
械臂系统的期望轨迹为

Zd = [z1d z2d z3d z4d]T =

[2 sin(t) −3 cos(t) sin(2t) cos(2t)]T. (20)

使移动平台的中心位置跟踪椭圆运动, 二连杆角
位移跟踪正弦运动.

在仿真过程中, 移动机械臂相关参数为:
m0 = 50 kg,m1 = 4 kg,m2 = 3.5 kg, R = 0.3m,
d = 0.3m, J0 = 1.417 kgm2, J1 = 0.03 kgm2, J2 =
0.036 kgm2, l = 0.1m, LBC = 0.5m, LAB =
0.35m; 初始条件为q0 = [0 0 0 π/2 π/6]. 为
简化仿真, 4台驱动电机均采用80 W的直流伺服
电机, 有关的电机参数为: L = 2.03mH, r1 =
5.41Ω, ke = 0.02V/(rad · s), kT = 0.191N ·m/A,
齿轮减速比分别为β1 = β2 = 71, β3 = β4 = 51.
加随机扰动d = [δ1 δ2 δ3 δ4 ]T, δ1, δ2 ∈ [−5 5],
δ3, δ4 ∈ [−1 1]. 设计参数的选取: c1 = c2 = I ,
m1 = diag{1, 1, 3, 3}, m2 = diag{2, 2, 6, 6}, k1 =
diag{50, 50, 150, 150}, k2 = diag{10, 10, 30, 30},

λ = γ2 = γ3 = 1. 仿真结果如图2所示.

(a) 移动平台的跟踪误差曲线

(b) 连杆的跟踪误差曲线

(c) 参数φ1的估计

(d) 参数φ2的估计



1058 控 制 理 论 与 应 用 第 25卷

(e) 参数φ3的估计

(f) 移动平台驱动电机控制电压

(g) 连杆驱动电机控制电压

图 2 仿真曲线

Fig. 2 Simulation curve

从仿真结果可以看出,该控制器成功地实现了
非完整移动机械臂对给定轨迹的跟踪. 即使在初
始误差很大的情况下, 跟踪效果也很好；该控制
器对模型中的未知参数具有良好的自适应性, 对
外界随机干扰也具有很强的鲁棒性.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类包含了3种不确定性的MIMO非

线性系统的输出跟踪问题, 基于自适应反步法和

滑模控制为其设计了鲁棒自适应控制器, 并给出
了详细的推导过程. 3种不确定性表现为: 1)参数
不确定性; 2)输入增益的不确定性; 3)代表系统未
建模动态和干扰的不确定函数,该函数有界. 最后,
以非完整移动机械臂的输出跟踪控制为目标, 对
其进行仿真实验, 实验结果表明所提出的控制算
法是正确有效的.
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