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摘要:研究一类多速率数据采样系统基于等价空间的快速残差产生问题.首先应用一种提升技术,建立多速率数
据采样系统的线性时不变提升模型,并以提升模型为基础将基于等价空间的残差产生器设计问题归结为最小化问
题.然后,利用该最小化问题解不唯一的特点,求得满足因果关系的最优残差产生器. 进一步,应用逆提升技术实现
残差产生同步于测量输出采样的快速化. 算例验证了所提方法的有效性.
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Fast residual-generation for multi-rate sampled-data systems
based on the parity-space
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Abstract: Fast residual-generation based on the parity-space is studied for a class of multi-rate sampled-data systems.
By applying a lifting technique, we develop a linear time-invariant system to model the multi-rate sampled-data systems
and, based on this model, treat the design of the parity-space-based residual generator as a minimization problem. A causal
residual generator is obtained by making use of the ununiqueness of the optimal solutions to the minimization problem.
Furthermore, a fast synchronization of the residual signal with the measurement output can be realized by employing an
inverse lifting technique. A numerical example is given to show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
基于模型的故障诊断理论经过近30年的发展

已经取得了许多研究成果[1∼4], 特别是随着计算
机控制技术的发展, 对数据采样(sampled-data, 简
称SD)系统故障检测问题的研究也受到了控制
界越来越多的关注[5∼12]. 文献[5, 6]研究了单速
率SD系统的故障检测问题; 文献[7, 8]研究了多速
率SD(multirate sampled-data, 简称MSD)系统的故障
检测问题, 但是得到的是所谓的慢速残差产生器,
即残差信号的产生周期等于各不同测量输出采样

周期的最小公倍数. 文献[9]应用MSD系统的提升模
型, 设计了一种满足因果关系的基于未知输入观测
器的故障诊断滤波器, 并应用逆提升技术实现了残
差产生与测量输出采样的同步,即MSD系统的快速
残差产生器; 文献[10]研究了受数据传输时滞影响
的MSD系统快速故障诊断问题,设计了基于观测器
的快速残差产生器; 文献[11]给出了一种基于观测

器的MSD系统快速残差产生器设计统一法(a unified
approach),并证明了快速化解的存在性. 等价空间是
另外一种常用的故障检测方法,文献[12]基于等价空
间方法研究了MSD残差产生问题,得到了一种残差
产生与控制输入同步的快速残差产生器, 但是在只
有控制输入而无输出采样时刻产生残差信号并无实

际意义.因此,对基于等价空间的MSD快速残差产生
问题进一步开展深入研究很有必要.
本文将首先建立MSD系统的提升模型, 通过选

择适当维数的等价矩阵, 设计基于等价空间的残差
产生器,并利用等价矩阵解不唯一的特点,求得使残
差系统满足因果关系的最优等价矩阵; 然后通过逆
提升运算,实现残差产生同步于测量输出采样的快
速化,为MSD系统快速故障检测提供新的理论方法.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑由被控对象, A/D,D/A转换器, 控制器组

成的MSD系统,假设D/A转换器采样周期为h,测量
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输出为多速率数据采样且各采样周期均为h的整数

倍,以h为采样周期的被控对象的离散化系统模型为{
x(k + 1)=Ax(k)+Bvv(k)+Bdd(k)+Bff(k),

y(k) = Cx(k).

其中: x(k) ∈ Rn, y(k) ∈ Rny分别为kh时刻的状

态向量和测量输出, v(k) ∈ Rnu为控制输入序列,
d(k) ∈ Rnd为范数有界的未知输入, f(k) ∈ Rnf 为

故障信号, A,Bv, Bd, Bf和C为已知的适当维数矩

阵. 以yl ∈ Rql×1 表示输出向量中采样周期为Tlh的

分量,即
Ψl(k) = yl(kTlh), l = 1, · · · , N, k = 0, 1, · · · .

其中: Tl为正整数,
N∑

l=1

ql = ny, Ψl(k)表示以Tlh为

采样周期的采样输出序列. 定义TM为Tl (l =

1, · · · , N)的最小公倍数, 并令nl =
TM

Tl

, Q =
N∑

l=1

nlql. 类似于文献[9∼11], 应用MSD系统研究中

的提升技术,可得如下提升模型:



x(ks + 1) =

Ax(ks)+Bvv(ks)+Bdd(ks)+Bff(ks),

Ψ(ks) =

Cx (ks)+Dvv(ks)+Ddd(ks)+Dff(ks).

(1)

其中:
x(ks) = x(ksTMh),

Ψ(ks) =
[
ΨT

1 (ks) · · · ΨT
N(ks)

]T
,

Ψ l(ks)=
[
ΨT

l (nlks) · · · ΨT
l (nlks+nl−1)

]T
,

ξ(ks)=
[
ξT(ksTM) · · · ξT((ks+1)TM−1)

]T
,

A = ATM , Bξ =
[
ATM−1Bξ · · · ABξ Bξ

]
,

Al = ATl , C =
[
CT

1 · · · CT
N

]T
, l = 1, · · · , N,

C l =
[
CT

l · · · (ClA
nl−1
l )T

]T
,

Bξl =
[
ATl−1Bξ · · · ABξ Bξ

]
,

Dξ =
[
DT

ξ1 · · · DT
ξN

]T
,

Dξl =




0 0 · · · 0

ClBξl 0
. . .

...
...

. . . . . . 0
ClA

nl−2
l Bξl · · · ClBξl 0




.

其中ξ可分别代表v, d和f . 给定等价空间阶数s > 0,
由式(1)可得如下等价方程:

Ψ s(ks) = H0,sx(ks − s) + Hdv,svs(ks) +

Hdd,sds(ks) + Hdf,sf s
(ks). (2)

其中:

Ψ s(ks) =
[
ΨT(ks − s) · · · ΨT(ks)

]T
,

ξ
s
(ks) =

[
ξT(ks − s) · · · ξT(ks)

]T
,

H0,s =
[
CT (C A)T · · · (C As)T

]T
,

Hdξ,s =




Dξ 0 · · · · · · 0

CBξ Dξ 0
. . .

...

CABξ

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

CAs−1Bξ CAs−2Bξ · · · CBξ Dξ




.

本文考虑如下基于等价空间的残差产生器:

r(ks) = Vs(Ψ s(ks)−Hdv,svs(ks)). (3)

其中:

r(ks) =
[
rT
1 (ks) · · · rT

N(ks)
]T

,

rT
i (ks) =

[
ri(ksni) · · · ri(ksni + ni − 1)

]
,

ri(ki) := ri(kiTih),
i = 1, 2, · · · , N, ki = 1, 2, · · · ,

Vs ∈ RQ×Q(s+1)为待设计的等价矩阵. 选择等价矩
阵Vs满足VsH0,s = 0,由式(2)(3)可得

r(ks) = Vs(Hdd,sds(ks) + Hdf,sf s
(ks)).

分别应用矩阵VsHdd,s和VsHdf,s的2-范数表示残差
对未知输入的鲁棒性和对故障的灵敏度,从而可将
残差产生器的设计问题归结为如下最小化问题:

min
Vs∈RQ×Q(s+1)

‖VsHdd,s‖2

‖VsHdf,s‖2

,

s.t. VsH0,s = 0.

(4)

注意到, 产生的残差信号r(ks)更新周期为TMh, 即
残差产生器(3)为慢速残差产生器. 考虑到本文的
主要目的是研究MSD系统的快速残差产生问题,因
此将要解决的主要问题包括: i)通过求解最小化问
题(4)设计残差产生器(3); ii) 实现残差产生的快速
化.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
3.1 残残残差差差产产产生生生器器器设设设计计计(Residual generator)
令Nb ∈ Rα×Q(s+1)为H0,s左零空间的基矩阵,则

满足式(4)中约束条件VsH0,s = 0的最优矩阵Vs可进

一步表示为Vs = PNb,其中P ∈ RQ×α,从而可将最
小化问题(4)等价为

min
P∈RQ×α

‖PNbHdd,s‖2

‖PNbHdf,s‖2

. (5)

在NbHdd,s为行满秩, 即rank(NbHdd,s) = α的假设
条件下,可得如下结论.

定定定理理理 1 设NbHdd,s行满秩,且具有如下形式的
奇异值分解:

NbHdd,s = UdΣdV
T

d . (6)
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其中: Ud ∈ Rα×α, Vd ∈ R(s+1)ndTM×(s+1)ndTM为
正交矩阵, Σd = [S 0α×((s+1)ndTM−α) ], S =
diag{σd1, σd2, · · · , σdα}, σd1 > σd2 > · · · > σdα >
0, diag{·}表示对角矩阵. 若S−1UT

d NbHdf,s的奇异
值分解为

S−1UT
d NbHdf,s = UdfΣdfV T

df . (7)

其中: Udf ∈ Rα×α, Vdf ∈ R(s+1)nf TM×(s+1)nf TM为
正交矩阵, Σdf = [diag{σdf1, σdf2, · · · , σdfα} 0] ,
σdf1 > σdf2 > · · · > σdfα > 0, σdf1 > 0,则对任意
具有如下奇异值分解的矩阵P ∗

s ∈ RQ×α:
P ∗

s = UpΣpU
T
df , (8)

P = P ∗
s S−1UT

d 为最小化问题(5)的解,且

min
P∈RQ×α

‖PNbHdd,s‖2

‖PNbHdf,s‖2

=
1

σdf1

. (9)

其中: Up ∈ RQ×Q为正交矩阵,

Σp =
[
diag{σp1, σp2, · · · , σpp′} 0

0 0

]
,

σp1 > σp2 > · · · > σpp′ > 0, p′ = min{α, Q}.
注注注 1 定理1是文献[4]中对一般线性时不变系统基

于等价空间的残差产生器设计方法的应用推广,因版面所

限，证明略.

注意到最小化问题(5)的解并不唯一, 对任意正
交矩阵Up ∈ RQ×Q, Vs = UpΣpU

T
dfS−1UT

d Nb都是最

小化问题(4)的解. 因此, 可通过选择适当的Vs使满

足(3)为因果系统,从而应用逆提升技术,得到与测量
输出采样同步的快速残差信号.

3.2 快快快速速速残残残差差差信信信号号号的的的实实实现现现(Fast rate implementa-
tion)
令Ξ表示所有满足如下条件的(i, j)的组合,








1 6 i 6 n1q1,
mj−1∑
k=1

nkqk + 1 6 j 6
mj∑
k=1

nkqk,

(i− 1)T1 < (j −
mj−1∑
k=1

nkqk − 1)Tmj
.

或





1 6 j 6 n1q1,

1 +
mi−1∑
k=1

nkqk 6 i 6
mi∑
k=1

nkqk,

(i−
mi−1∑
k=1

nkqk − 1)Tmi
< (j − 1)T1.

或





1 +
mi−1∑
k=1

nkqk 6 i 6
mi∑
k=1

nkqk,

mj−1∑
k=1

nkqk + 1 6 j 6
mj∑
k=1

nkqk,

(i−
mi−1∑
k=1

nkqk − 1)Tmi
<

(j −
mj−1∑
k=1

nkqk − 1)Tmj
.

mi,mj = 2, 3, · · · , N.

(10)

由定理1知,等价矩阵Vs可表示为Vs = UP V ∗
s ,其

中, V ∗
s = ΣpU

T
dfS−1UT

d Nb, UP ∈ RQ×Q为任意正

交矩阵. 将V ∗
s 重新表示为V ∗

s =
[
Vs0 Vs1 · · · Vss

]
,

其中Vsi ∈ RQ×Q (i = 0, 1, · · · , s). 令Γs = UP Vss,
从Hv,s和Dl的结构可以看出,只要Γs(i, j) = 0对满
足条件(10)的任意(i, j)都成立, 则残差r(ks)的各分
量不依赖Ψ s(ks)和vs(ks)中将来时刻的值,即残差产
生系统(3)满足因果关系.因此,可实现快速残差产生
的条件为

Γs(i, j) = 0, ∀(i, j) ∈ Ξ. (11)

记

UP =
[
uT

1 · · · uT
n1q1

· · · uT

1+
N−1P
i=1

niqi

· · · uT
Q

]T

,

Vss =
[
γ1 · · · γn1q1 · · · γ

1+
N−1P
i=1

niqi

· · · γQ

]
,

则uiγj = 0, ∀(i, j) ∈ Ξ . 另外, uiu
T
k = 0 (i 6=

k), uiu
T
i = 1. 从而可根据上述分析确定正

交矩阵Up, 并得满足条件(11)的等价矩阵Vs =
UpΣpU

T
dfS−1UT

d Nb.

注注注 2 只要Vss为方阵, 则满足条件(11)的正交矩阵

UP一定存在, 关于UP的存在性证明与文献[11]中的定理5

类似,此处略.

4 算算算例例例(A numerical example)
假设MSD系统的离散化模型参数矩阵为

A =

[
0.61 1.19
0 0.37

]
, B =

[
0.42
0.32

]
,

Bd =

[
0.39
0.32

]
, Bf =

[
0.39
0.32

]
, C =

[
1 0
0 1

]
.

取采样周期h = 1 s, T1 = 3, T2 = 5, s = 1,
σpi = 1 (i = 1, 2, · · · , 8), 从而可求得等价矩阵Vs

(因版面所限不再列出).在k = 0, 1, · · · , 150时,假设
控制输入为单位阶跃信号,未知输入为能量为0.1的
白噪声信号.在k = 75, 76, · · · , 105时,幅值为1的常
数故障发生. 图1和图2分别为以3h为步长的残差信

号r1(k1)和以5h为步长的残差信号r2(k2). 由仿真结
果知,实现了残差产生与测量输出同步的快速化.

5 结结结论论论(Conclusion)
对一类MSD系统给出了一种新的基于等价空间

的快速残差产生方法. 应用MSD系统研究中的提升
技术,建立了该MSD系统的线性时不变提升模型,将
基于等价空间的残差产生器设计问题归结为最小化

问题,进一步利用其设计自由度求得满足因果关系
的最优残差产生器, 从而通过逆提升运算得到了与
测量输出同步的快速残差信号.
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图 1 残差信号r1(k1)

Fig. 1 Residual signal r1(k1)

图 2 残差信号r2(k2)

Fig. 2 Residual signal r2(k2)
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