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Delta算算算子子子描描描述述述系系系统统统的的的非非非脆脆脆弱弱弱H∞滤滤滤波波波器器器设设设计计计

王 武, 郭祥贵, 冉华军, 杨富文
(福州大学电气工程与自动化学院,福建福州 350108)

摘要:研究了一类Delta算子描述的线性系统非脆弱H∞滤波问题.所设计的滤波器具有乘性的滤波器增益变化.
采用线性矩阵不等式方法,给出H∞滤波器存在的充分条件,所设计的滤波器在一定的乘性参数变化情况下,仍能
保证滤波误差系统渐近稳定,且具有一定扰动抑制性能.数值仿真例子说明了设计方法的有效性.
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Non-fragile H-infinity filter design for Delta operator system
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Abstract: The non-fragile H-infinity filtering for a class of linear systems described by Delta operator is investigated.
The designed filter is assumed to be with multiplicative filter gain variations. The sufficient condition is developed for the
existence of the non-fragile filter design in terms of linear matrix inequality(LMI), and the obtained non-fragile H-infinity
filter guarantees the filter error system of asymptotic stability and prescribed disturbance attenuation performance for a
restricted variation of filter gain. The numerical example illustrates the feasibility and advantage of the proposed designs.
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1 引引引言言言(Introduction)
Delta算子方法作为连续域与离散域的统一描

述方法, 不仅克服了Z域离散模型的数值不稳定

问题, 而且能够把人们熟知的连续系统的分析设
计方法直接应用于离散域设计, 从而引起了国内
外学者的广泛关注, 见文献[1,2]及其参考文献. 文
献[2]将Delta算子理论和H∞滤波理论相结合, 进行
了滤波器的设计, 但是其结论是假设滤波器参数
能够准确实现, 没有考虑到实际工程应用时, 数
字滤波器由于计算机字长限制, 数模(D/A)转换和
模数(A/D)转换的精度等原因所造成的参数摄动,
这种摄动可能使得系统的性能下降甚至无法稳

定[3], 即没有考虑滤波器本身具有脆弱性. 因此,
若把Delta算子理论与非脆弱滤波理论结合起来,充
分利用Delta算子的优点进行非脆弱滤波器的设计
不但可以解决快速采样时利用Z变换方法进行数字
滤波器设计可能造成系统不稳定的问题,又可以解
决数字滤波器实现时其参数偏离原设计值发生摄动

而引起系统脆弱性的问题.目前,对非脆弱控制和滤
波的研究成果较多, 见文献[4∼7]及其参考文献, 但

基于Delta算子的非脆弱控制及滤波问题还鲜见报
道,如文献[8]. 文献[8]针对加性的参数变化,设计了
基于Delta算子的鲁棒非脆弱H∞状态反馈控制器.
脆弱性是研究控制器参数变化对闭环系统的

影响, 鲁棒性是研究系统参数不确定对闭环系统
的影响[4]. 为了突出滤波器参数变化引起的影响,
本文不考虑系统参数的不确定因素. 采用LMI方法
对Delta算子系统的非脆弱H∞ 滤波器设计问题进行
了研究.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑一类线性定常连续系统,其动态方程为




ẋ(t) = Ax(t) + Bw(t),
y(t) = Cx(t) + Dw(t),
z(t) = Lx(t).

(1)

其中: x(t) ∈ Rn为系统状态, w(t) ∈ Rr为外部

扰动信号, 属于l2[0,∞), z(t) ∈ Rq为待估计信号,
y(t) ∈ Rp为测量信号.系统矩阵A, B, C, D和L为具

有合适维数的已知常数矩阵.
那么与之相对应的δ域内的广义受控对象模型为
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


δx(k) = Aδx(k) + Bδw(k),

y(k) = Cx(k) + Dw(k),

z(k) = Lx(k), x(k) = 0, k 6 0,

Aδ = (AZ − I)/T, AZ = eAT ,

Bδ = BZ/T, BZ =
w T

0
eAτBdτ,

δx(k) = (x(k + 1)− x(k))/T.

(2)

其中: I为单位阵, T为采样周期, Aδ和Bδ为相应系

统状态矩阵, AZ和BZ为Z域离散系统的相应系数矩
阵, C, D和L与标准的Z域离散模型系数相同,且其
中δ算子定义为

δx(t) ,





d
dt

x(t), T = 0,

(x(t + T )− x(t))/T, T 6= 0.
(3)

另一方面,很显然有

lim
T−→0

Aδ = lim
T−→0

(eAT − I)/T = A,

lim
T−→0

Bδ = B.
(4)

因此,当T → 0时, δ域离散模型就变成了连续模型.
构造如下形式的全阶滤波器:

{
δx̄(k) = AδF x̄(k) + BδF y(k),
z̄(k) = CδF x̄(k).

(5)

其中: x̄(t) ∈ Rn为δ域滤波器的状态, AδF , BδF和

CδF为滤波器参数,即
AδF = AδF1(I + ∆1), BδF = BδF1(I + ∆2),
CδF = CδF1(I + ∆3).

(6)

其中AδF1, BδF1, CδF1为待设计的滤波器参数,滤波
器参数的变化具有以下形式:

∆1 = H1F1E1,∆2 = H2F2E2,∆3 = H3F3E3.

(7)
其中Hi, Ei(i = 1, 2, 3)为已知常矩阵, Fi(i =
1, 2, 3)满足

FT
i Fi 6 ρiI, i = 1, 2, 3. (8)

对滤波器进行状态变换,即令

x̂(t) = Mx̄(t), (9)

那么滤波器为{
δx̂(k) = MAδF M−1x̂(k) + MBδF y(k),
ẑ(k) = CδF M−1x̂(k).

(10)

由式(2)和式(10)可得滤波误差系统方程为
{

δξ(k) = Āδξ(k) + B̄δw(k),
e(k) = C̄δξ(k).

(11)

其中:

ξ(k) =
[
x(t)
x̂(t)

]
, e(k) = z(k)− ẑ(k),

Āδ =
[

Aδ 0
MBδF C MAδF M−1

]
,

B̄δ =
[

Bδ

MBδF D

]
, C̄δ =

[
L−CδF M−1

]
.

本文的目标是设计滤波器(10),对于所有容许滤
波器增益变化(6),使得

a) 在外部扰动w(k) = 0情况下, 滤波误差系
统(11)是渐近稳定的;

b) 在零初始条件下, 滤波误差系统(11)具
有H∞性能γ(γ > 0),即满足

‖C̄δ(zI − Āδ)−1B̄δ‖∞ < γ. (12)

为了给出主要结果,需要引入如下几个引理.

引引引理理理 1 [1] T为采样周期. 如果存在对称正定
阵P ,使得下列矩阵不等式满足

TAT
δ P + TPAδ + T 2AT

δ PAδ < 0, (13)

则Delta算子系统δx(k) = Aδx(k)是渐近稳定的.

引引引理理理 2 [9] 给定矩阵N = NT, H和E为合适维

数的实矩阵,且F满足FTF 6 ρI ,使得

N + HFE + ETFTHT < 0 (14)

成立的充要条件是存在正数ε > 0,使得

N + εHHT +
ρ

ε
ETE < 0. (15)

3 主主主要要要结结结果果果(Main result)
本节针对具有滤波器参数不确定的H∞滤波问

题给出了一种线性矩阵不等式的解决方法.

定定定理理理 1 给定γ > 0和采样周期T . 如果存在矩
阵X = XT > 0,和矩阵Āδ, B̄δ, C̄δ,使得



TXĀδ + TĀT
δ X ∗ ∗ ∗

TB̄T
δ X −γ2T 2I ∗ ∗

TXĀδ TXB̄δ −X ∗
TC̄δ 0 0 −I


 < 0 (16)

成立,那么滤波误差系统(11)是渐近稳定且具有H∞
性能约束(12).
证证证 由引理1可得滤波误差系统(11)是渐近稳定.

余下限于篇幅,证明略去. 证毕.
下面给出了非脆弱H∞滤波器存在的充分条件.

定定定理理理 2 给定γ > 0和采样周期T . 如果存在常
数εi > 0, (i = 1, 2, 3),矩阵S = ST > 0, R = RT >

0, ÂδF , B̂δF和ĈδF ,使得下式成立:[
Ξ1 ∗
Ξ2 Ξ3

]
< 0. (17)
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其中:

Ξ1 =


TSAδ + TAT
δ S ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Υ41 Υ42 ∗ ∗ ∗ ∗
TBT

δ S Υ43 −γ2T 2I ∗ ∗ ∗
TSAδ TSAδ TSBδ −S ∗ ∗
Υ44 Υ45 Υ46 −I −R ∗
Υ47 TL 0 0 0 −I




,

Ξ2 =


0 HT
2 B̂T

δF 0 0 HT
2 B̂T

δF 0
Tε2E2C Tε2E2C Tε2E2D 0 0 0

0 HT
1 ÂT

δF 0 0 HT
1 ÂT

δF 0
Tε1E1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −HT
3 ĈT

δF
Tε3E3 0 0 0 0 0




,

Ξ3 = {−ε2I,−ρ−1
2 ε2I,−ε1I,−ρ−1

1 ε1I,

− ε3I,−ρ−1
3 ε3I}.

其中:
Υ41 = TAT

δ S + TRAδ + TB̂δF C + TÂδF ,

Υ42 = TAT
δ R + TRAδ + TB̂δF C + TCTB̂T

δF ,

Υ43 = TBT
δ R + TDTB̂T

δF ,

Υ44 = T (RAδ + B̂δF C + ÂδF ),
Υ45 = TRAδ + TB̂δF C,

Υ46 = TRBδ + TB̂δF D,

Υ47 = TL− TĈδF ,

那么滤波误差系统(11)是渐近稳定且具有H∞性能
约束(12).
如果上述的LMI有解,非脆弱滤波器参数可由下

式求得: 



AδF1 = (S −R)−1ÂδF ,

BδF1 = (S −R)−1B̂δF ,

CδF1 = ĈδF .

(18)

证证证 由定理1和引理2经过一些矩阵变换即可完
成证明. 具体证明限于篇幅,在此略去. 证毕.

注注注 1 式(17)不仅是关于矩阵变量, 也是关于标
量γ的线性矩阵不等式组,因此可将γ作为一个优化变量来

得到最优扰动衰减水平,即可通过求解如下的凸优化问题
来设计系统(1)的最优全阶H∞非脆弱滤波器:

8
><
>:

min
S,R,ÂδF ,B̂δF ,ĈδF ,ε1,ε2,ε3,θ

θ, θ = γ2,

s.t.式(17)

(19)

则最优扰动衰减水平为γ∗ = θ∗, θ∗为θ的最优值,且满足要

求的滤波器参数矩阵可由式(18)求得.

注注注 2 定理1给出了具有滤波器参数乘性变化时的
滤波器存在的充分条件.当滤波器参数变化幅度为∆1 = 0,

∆2 = 0, ∆3 = 0时, 就退化为常规滤波器设计方法, 即
式(17)退化为2
666666664

TSAδ + TAT
δ S ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Υ41 Υ42 ∗ ∗ ∗ ∗
TBT

δ S Υ43 −γ2T 2I ∗ ∗ ∗
TSAδ TSAδ TSBδ −S ∗ ∗
Υ44 Υ45 Υ46 −I −R ∗
Υ47 TL 0 0 0 −I

3
777777775

< 0. (20)

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical simulation)
本节将一个连续系统进行Delta算子离散化, 并

就不同采样周期情况下进行数值仿真, 仿真结果说
明了文中所提方法的有效性.
考虑如下连续系统模型:

ẋ(t) =



−0.7 0.4 0.6
−0.4−0.5 0.4
−0.6−0.4−0.5


x(t)+




0.05 0
0.05 0
0.06 0


w(t),

y(t) = [3 − 2 − 1]x(t) + [1 0.9]w(t),

z(t) = [2 1 3]x(t).

且非脆弱滤波器中的已知参数为

H1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , E1 = 0.01 ∗




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 ,

H2 = 1, E2 = 0.01,

H3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , E3 = 0.01 ∗




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 ,

ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1.

1) 当采样周期T = 0.1时,对应的Delta算子离散
系统为

Aδ =



−0.7005 0.3650 0.5720
−0.3876−0.5029 0.3687
−0.5569−0.3914−0.5123


 ,

Bδ =




0.0509 0
0.0489 0
0.0561 0


 .

应用MATLAB LMI Toolbox求解优化问题式(19),可
得最优γ = 0.2334时的滤波器参数为

AδF1 =



−0.7961 − 0.8283 0.2069
−0.3943 −1.0922 −0.2148
−0.4799 −0.3978 −1.1549


 ,

BδF1 =




0.0901
0.0735
0.0628


 ,
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CδF1 = [1.1850 1.9863 3.0459].

为了说明非脆弱滤波器设计方法的优越性, 下
面与常规滤波器(∆1 = 0, ∆2 = 0, ∆3 = 0)进
行比较. 常规滤波器的最优扰动衰减性能指
标γopt = 0.2276. 但是如果常规滤波器的参数发
生式(7)的变化, 即取F1 = I , F2 = I , F3 = I时, 扰
动衰减性能指标γ = 13.9138. 而本文的滤波器在
式(6)的变化范围内时, γ = 0.2334. 可见本文设计的
非脆弱滤波器具有明显的优越性.

2) 当采样周期T = 0.0001时, Delta算子离散系
统为

Aδ =



−0.7000 0.4000 0.6000
−0.4000−0.5000 0.4000
−0.6000−0.4000−0.5000


 ,

Bδ =




0.0500 0
0.0500 0
0.0600 0


 .

应用MATLAB LMI Toolbox求解优化问题式(19),可
得最优γ = 6.2814时的滤波器参数为

AδF1 =



−0.7941 0.2947 0.6758
−0.5475 − 0.4595 0.4079
−0.7907 − 0.2595 − 0.4560


 ,

BδF1 =




0.0514
0.0510
0.0586


 ,

CδF1 =
[−5.4339 16.2806 − 3.9780

]
.

此时, 常规滤波器的最优扰动衰减性能指标
γopt = 6.1816. 但是如果常规滤波器的参数发生
式(7)的变化,即取F1 = I , F2 = I , F3 = I时,扰动衰
减性能指标γ = 60.2370. 而本文的滤波器在式(6)的
变化范围内时, γ = 6.2814. 可见本文设计的非脆弱
滤波器具有明显的优越性.

3) 当采样周期T = 1时, 对应的Delta算子离散
系统为

Aδ =



−0.6338 0.1311 0.3362
−0.2599 − 0.4823 0.1526
−0.2504 − 0.2814 − 0.5360


 ,

Bδ =




0.0511 0
0.0366 0
0.0269 0


 .

应用MATLAB LMIToolbox求解优化问题式(19),
可得最优γ = 0.2265时的滤波器参数为

AδF1 =



−0.6226 0.0223 0.4544
−0.2850 − 0.5194 0.2129
−0.3263 − 0.1884 − 0.5327


 ,

BδF1 =




0.0323
0.0218
0.0143


 ,

CδF1 = [1.4522 1.6171 2.5872].

此时, 常规滤波器的最优扰动衰减性能指
标γopt = 0.2190. 但是如果常规滤波器的参数发
生式(7)的变化, 即取F1 = I , F2 = I , F3 = I时, 扰
动衰减性能指标γ = 437.1150. 而本文的滤波器在
式(6)的变化范围内时, γ = 0.2265. 可见本文设计的
非脆弱滤波器具有明显的优越性.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了具有乘性滤波器参数变化的Delta算

子系统的非脆弱H∞滤波器设计问题,并基于线性矩
阵不等式(LMI)方法, 给出该非脆弱H∞滤波器存在

的充分条件. 所设计Delta算子系统的非脆弱H∞滤

波器既能使滤波误差系统稳定,又能保证系统具有
一定的H∞性能.本文提出的方法可以推广到参数不
确定及时滞的Delta算子系统的鲁棒非脆弱H∞滤波

器的设计.
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