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(西安电子科技大学机电工程学院,陕西西安 710071)

摘要:齿隙是影响机电伺服系统动/静态性能的一个重要因素.为了减小其不利影响,该文以存在不确定参数的机
电位置伺服系统为研究对象,针对系统中存在的齿隙非线性,应用反步积分方法,通过逐步递推选择Lyapunov函数,
设计了基于状态反馈的自适应控制器. 通过理论分析以及与传统PID控制的仿真结果比较表明,该方案显著地降低
了齿隙对伺服性能的影响,提高了系统的跟踪精度和鲁棒性.
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Backlash compensation in servo systems based on
adaptive Backstepping-control
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Abstract: Backlash is one of the main factors causing deterioration in the overall performance of servo systems. To
compensate the influence of backlash on the system, we proposed an adaptive Backstepping-control. The control laws
based on state feedback are developed with Backstepping approach for selecting the appropriate Lyapunov function. The
analysis and simulation results show that the proposed method greatly compensates the effects of backlash and improves
the system tracking accuracy and robustness, in comparison with traditional PID control laws.
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1 引引引言言言(Introduction)
齿隙非线性是由于机械传动系统中运动部件之

间存在的间隙导致的非线性位置误差, 它发生在旋
转运动或直线运动的部件之间, 存在于所有的驱动
部分(电机)与被驱动部分(负载)不是直接连接的机
械系统中. 齿隙的存在成为影响伺服系统动态性能
和稳态精度的重要因素, 除了造成输出误差外, 系
统也会因极限环振荡或冲击而降低性能甚至变得不

稳定, 同时齿轮的刚性碰撞也会产生严重的振荡和
噪音[1]. 为了减弱或消除齿隙对伺服性能的影响,对
齿隙进行了大量研究,除机械消隙外,还提出了基于
逆模型[2,3]和在齿隙期间施加弱控制及考虑碰撞扰

动的强控制[4,5]的补偿方法. 但由于齿隙非线性逆模
型是不可微、不连续的, 因此在控制过程中易出现
“抖动”现象.理论上,施加弱控制和强控制的方案
是比较理想的,但在齿隙较小的情况下不易实现. 文
献[6∼9]则采用可微函数近似表示齿隙非线性逆模

型,大大改善了系统的控制性能,但它们都只适用于
啮合的两个实体被假定为纯刚性接触, 而且存在大
摩擦,使得系统在齿隙期间输出不变的情况,而事实
上,系统在齿隙期间输出是呈衰减状态的,且齿隙和
控制对象的参数在运行中是小范围波动的. 为此,本
文以具有代表性的机电位置伺服系统为研究对象,
针对系统的不确定参数采用自适应控制策略,对系
统中存在的齿隙非线性,应用反步积分方法,通过递
推逐步选择Lyapunov函数, 设计了基于状态反馈的
自适应控制器,保证了系统的稳定性和自适应能力.

2 系系系统统统建建建模模模(System models)
图1所示的是一种典型机电位置伺服系统,电机

通过传动比为i的减速器驱动负载以指定速度转动

到目标位置.由于本文研究的是齿隙的补偿问题,故
忽略了电机的动态特性. 设θm, θd分别为主、从动轮

轴的转角, θ̇m, θ̇d, Jm, Jd, bm, bd分别为主、从动

轮轴的转速、转动惯量和粘性摩擦系数, U为系统的
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输入转矩, τ为主、从动轮接触时的传递力矩, 齿隙
为2j.

图 1 简化的机电位置伺服系统示意图

Fig. 1 A typical servo system with gear trains

则其动力学方程为



Jmθ̈m + bmθ̇m = U(t)− τ(t),

Jdθ̈d + bdθ̇d = iτ(t),

U(t) = KdI(t).

(1)

式中: Kd是电机扭矩常数, I是电枢电流. 由于齿隙
的影响, τ(t)可表示为

τ(t) = kp(z(t)) + c ˙p(z(t)). (2)

其中: k和c为主、从动轮结合处的刚度系数和阻尼

系数, p(z(t))为死区函数(见图2(a)),可以表示为

p(z(t)) =





z(t) + j, z < −j,

z(t)− j, z > j,

0, − j 6 z 6 j.

(3)

式中z(t) = θm − iθd.
然而,由于死区的不可微特性,使控制器的设计

变得困难,因此本文引用了一个平滑、连续、可微函
数(见图2(b))来代替死区函数[10]:

p(z(t)) = z − 4j(
2

1 + e−rz
− 1), (4)

则轮齿间传输扭矩可以重新表示为

τ(t) = k[z − 4j(
2

1 + e−rz
− 1)] +

cż[1− 8rj
e−rz

(1 + e−rz)2
]. (5)

设主、从动轴转角和转速θm, θ̇m, θd, θ̇d可测, 系
统参数k, c不确定但有界, k ∈ [kmin, kmax], c ∈
[cmin, cmax]且k > 0, c > 0.

图 2 死区模型

Fig. 2 Dead-zone model

令

x1 = θd, x2 = θ̇d, x3 = z − 4j(
2

1 + e−rz
− 1),

x4 = ż[1− 8rj
e−rz

(1 + e−rz)2
],

则τ(t) = kx3 + cx4,它可表示系统受齿隙非线性影
响的轮齿间的传递力矩.选取x1−x4作为状态变量,
则系统的状态方程可表述成





ẋ1 = x2,

ẋ2 = −a1x2 + a3iτ(t),

ẋ3 = x4,

ẋ4 = −a0x4 − i(a0 − a1)x2ρ + a2KdI(t)ρ−
(a2 + a3i

2)τ(t)ρ + 8r2jż$,

y = x1.

式中:

a0 =
bm

Jm

, a1 =
bd

Jd

, a2 =
1

Jm

, a3 =
1
Jd

,

ρ = 1− 8rj
e−rj

(1 + e−rz)2
, $ =

e−rz(1− e−rz)
(1 + e−rz)3

.

在实际应用中, 由于系统中齿隙的存在以及参
数k, c由于温度、润滑、材料磨损等条件的变化而具

有的不确定性, 都会引起轮齿传递力矩的变化, 因
此,在控制系统设计中,必须考虑轮齿间传递力矩变
化造成的危害.

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Adaptive control design)
由系统状态方程可知, 驱动系统与从动系统是

串联关系.为此, 本文采用反步积分策略,通过递推
Lyapunov函数的方法,针对系统的未知参数,设计基
于稳定性理论的自适应控制器, 使得系统的输出以
较高的精度逼近期望输出yd, 并实现系统的稳定性
和自适应能力.

3.1 速速速度度度参参参考考考信信信号号号(Velocity reference signal)
定义系统输出误差e1为

e1 = yd − x1. (6)

为得到速度参考控制信号,选取Lyapunov函数V1:

V1 =
1
2
e2
1, (7)

则V1的微分为

V̇1 = −k1e
2
1 + e1(k1e1 + ẏd − x2). (8)

为保证V̇1 = −k1e
2
1负定, e1能够渐进稳定地趋于零,

令x2的期望值为η1,则可以得到

η1 = k1e1 + k0χ + ẏd. (9)

式(9)表明了位置跟踪控制中期望的速度轨迹,其中,
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k0 > 0, k1 > 0为设计参数,这里通过引入位置跟踪

误差的积分: χ =
w t

0
e1(τ)dτ [11],可以保证系统在模

型不确定的条件下,系统跟踪误差仍能够逼近零.

3.2 位位位置置置控控控制制制设设设计计计(Position control design)
步步步骤骤骤 1 令速度误差信号e2为

e2 = η1 − x2 = k1e1 + k0χ + ẏd − x2. (10)

分别定义变量β及其估计值β̂:

β = −a1x2 + a3i[(k − 1)x3 + cx4], (11)

β̂ = −a1x2 + a3i[(k̂ − 1)x3 + ĉx4]. (12)

式中k̂, ĉ为k, c的估计值,定义

k̃ = k̂ − k, c̃ = ĉ− c, β̃ = β̂ − β,

则β̃ = a3i(k̃x3 + c̃x4).
利用反步设计原理, 由速度误差e2进一步递

推a3ix3的期望值,选取Lyapunov函数V2:

V2 = V1 +
e2
2

2
+

k0χ
2

2
+

k̃2

2r1

+
c̃2

2r2

, (13)

则其沿着误差动力学方程的微分如下:

V̇2 =−k1e
2
1 − k2e

2
2 +

1
r1

k̃(r1a3ie2x3 + ˙̂
k) +

e2µ +
1
r2

c̃(r2a3ie2x4 + ˙̂c). (14)

式中

µ = (1− k2
1 + k0)e1 + (k1 + k2)e2 −

k0k1χ + ÿd − β̂ − a3ix3. (15)

令a3ix3的期望值为η2,则

η2 = (1− k2
1 + k0)e1 + (k1 + k2)e2 −

k0k1χ + ÿd − β̂. (16)

若存在稳定的自适应律使 k̃, c̃ → 0,则可保证V̇2 =
−k1e

2
1−k2e

2
2负定,使e1及e2能够渐进稳定地趋于零.

其中, k2 > 0, r1 > 0, r2 > 0,均为设计参数.
步步步骤骤骤 2 引入误差动力学e3:

e3 = η2 − a3ix3. (17)

在Lyapunov函数V2基础上, 为得到使系统稳定的
控制输入I以及不确定参数的自适应律, 进一步选
择Lyapunov函数V :

V = V2 +
e2
3

2
, (18)

则V沿着误差动力学方程的微分为

V̇ = −k1e
2
1 − k2e

2
2 − k3e

2
3 + e3[α1e1 + α2e2 +

k3e3 − α3χ + ...
yd + a1β̂ + φτ̂ + ϕx2 +

γx3 − ψx4 − 8r2jż2ĉ$ − a2a3iĉKdρI]+

k̃[a3i(a2 + a3i
2)ĉρx3e3 − a3ie2x3 −

(k1 + k2 − a1)a3ix3e3 − 1
r1

˙̂
k] +

c̃[a3i(a2 + a3i
2ĉρx4e3 − a3ie2x4 −

(k1 + k2 − a1)a3ix4e3 − 1
r2

˙̂c]. (19)

式中: k3 > 0为设计参数,

α1 = k3
1 − 2k1 − 2k0k1 − k2,

α2 = 1 + k0 − k2
1 − k1k2 − k2

2,

α3 = k0 − k0k
2
1 + k2

0, φ = (a2 + a3i
2)a3iρĉ,

ϕ = a3(a0 − a1)i2ρĉ, γ = a1a3i− a3i
˙̂
k,

ψ = a3ik̂ − a0a3iĉ + a3i ˙̂c.

选取控制输入I以及参数的自适应律如下:

I(t) =
1

ĉa2a3Kdρi
(α1e1 + α2e2 + k3e3 −

α3χ + ...
yd + a1β̂ + φτ̂ + ϕx2 +

γx3 − ψx4 − 8r2jż2ĉ$), (20)

˙̂
k = r1[a3i(a2 + a3i

2)k̂x3e3 − (k1 + k2 −
a1)a3ix3e3 − a3ie2x3], (21)

˙̂c = r2[a3i(a2 + a3i
2)ĉx4e3 − (k1 + k2 −

a1)a3ix4e3 − a3ie2x4]. (22)

考虑到 ˙̂c不能小于或等于零, 需对自适应律 ˙̂c进行调
整,若

˙̂c = r2[a3i(a2 + a3i
2)ĉx4e3 − (k1 + k2 −

a1)a3ix4e3 − a3ie2x4] + p, (23)

令

ξ = a3i(a2 + a3i
2)ĉx4e3 − (k1 + k2 −

a1)a3ix4e3 − a3ie2x4,

则

p(z(t))=

{
− r2ξ, ĉ=cmin >0, r2ξ<0,

0, 其他.
(24)

其中cmin为ĉ的下限.那么

V̇ = −k1e
2
1 − k2e

2
2 − k3e

2
3 6 0. (25)

从而整个控制系统能够渐进稳定地跟踪期望轨迹,
且系统的输出误差:

lim
t→∞

|yd − y| = lim
t→∞

|e1| = 0.

对于控制率(20), 其参数调整方法为: 当误差较
大时, 为使系统具有较好的跟踪性能, 应取较大
的k3, 同时为避免系统出现较大的超调, 应取较大
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的k1和较小的k2, 而为了使系统具有较好的稳定性
能, k0, k3, r1均应取大些, r2应取小些.

4 仿仿仿真真真结结结果果果分分分析析析(Simulation results)
为了分析齿隙非线性对伺服系统的影响以及验

证反步积分自适应补偿算法的正确性, 本文在相同
的被控对象和相同的参考命令yd = sin(0.2πt)下,
使用MATLAB/SIMULINK分别对反步积分自适应
(BIA)补偿控制方法和PID控制方法进行了对比
仿真. 仿真过程需要的伺服系统模型参数[1]为:
Jm = 0.05 kgm2, Jd = 0.16 kgm2, bm =
1.5 Nms/rad, bd = 1.6 Nms/rad,Kd = 50 Nm/A,

i = 5, k = 70 Nm/rad, c = 0.3 Nms/rad, j =
0.03 rad; BIA控制参数通过手工调校的方法确
定如下: k0 = 40, k1 = 8.9, k2 = 0.1, k3 =
25, r1 = 20, r2 = 0.015; PID控制参数调节如下:
kp = 0.5, ki = 0.1, kd = 0.08.

4.1 跟跟跟踪踪踪误误误差差差分分分析析析(Tracking error analysis)
图3中(a)(b)分别表示系统在PID及BIA控制作用

下的输出响应和跟踪误差.

(a) PID控制

(b) BIA控制

图 3 正弦信号下系统的跟踪误差分析

Fig. 3 Tracking performance with the sinusoidal command

结果表明, 机电伺服系统在齿隙非线性的影响
下,虽然会引入稳态跟踪误差,使系统的跟踪精度降
低,但很明显采用反步积分自适应控制方法,系统的
稳态跟踪误差仅为在PID作用下的十五分之一.

4.2 系系系统统统自自自适适适应应应分分分析析析(System adaptive analysis)
在实际应用中, 由于温度、润滑、材料磨损等

条件的变化, 都会引起齿隙j以及弹性系数k、 阻

尼系数c的改变, 并最终导致轮齿传输扭矩的变化.
为了验证本文中设计的控制器具有良好鲁棒性,
图4中(a)(b)与(c)(d)分别表示当齿隙j以及弹性系数

k、阻尼系数c由0.03 rad, 70 Nm/rad, 0.3 Nms/rad
变为0.05 rad, 100 Nm/rad, 0.15 Nms/rad时, 系统
在PID控制与BIA控制作用下轮齿间的传递力矩.

(a) PID控制

(b) BIA控制

图 4 系统自适应分析

Fig. 4 System adaptive analysis

图 5 参数估计

Fig. 5 Parameters estimation

由图4(c)(d)与(a)(b)比较可知, 当齿隙变大, 弹性
系数变大, 阻尼系数变小, 而PID控制和BIA控制的
调整参数不变的情况下, 系统在PID控制下, 轮齿
间的传输扭矩发生了更为剧烈的变化, 因此必须
对PID参数进行重新调整,而系统在BIA控制作用下,
轮齿间的传输扭矩基本没有发生变化, 这主要是由
于BIA控制器具有自适应能力, 它的参数是变化的,
并且有以一个根据系统中的信号自动在线校正这些

参数的机制,如图5(a)(b)所示,即使系统的参数发生
变化, BIA控制器仍能使系统比较准确的对参数进
行估计. 因此, 从这些图可以看到, BIA补偿算法能
够对轮齿间传递力矩的变化有较好的鲁棒性和自适

应能力.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文应用反步积分方法, 针对参数未知的伺服

系统设计了能够补偿齿隙非线性影响的自适应控制
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器,使系统能够渐进稳定地跟踪期望目标.仿真结果
表明,本方案能够减小系统的跟踪误差,并能够使轮
齿平稳、连续地传递力矩, 有效地消除由齿隙引起
的干扰,取得较好的控制效果.
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2009年年年《《《控控控制制制理理理论论论与与与应应应用用用》》》更更更改改改刊刊刊期期期

2008年本刊实行远程稿件处理系统以来,稿件处理速度逐渐提高,投稿量明显增加,稿件录用量随之增

多. 为了缓解稿件积压现象,缩短发表周期,《控制理论与应用》将于2009年起更改刊期,由双月刊改为月刊.
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