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基基基于于于动动动态态态规规规划划划的的的约约约束束束优优优化化化问问问题题题多多多参参参数数数规规规划划划求求求解解解方方方法法法及及及应应应用用用
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摘要:结合动态规划和单步多参数二次规划,提出一种新的约束优化控制问题多参数规划求解方法. 一方面能得
到约束线性二次优化控制问题最优控制序列与状态之间的显式函数关系,减少多参数规划问题求解的工作量;另
一方面能够同时求解得到状态反馈最优控制律.应用本文提出的多参数二次规划求解方法,建立无限时间约束优化
问题状态反馈显式最优控制律.针对电梯机械系统振动控制模型做了数值仿真计算.
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Dynamic-programming-based multi-parametric programming method
for constrained optimal control problem and its applications
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Abstract: By combining the dynamic programming techniques with one-step multi-parametric programming (control
horizon 1), a new multi-parametric programming method for linear constrained quadratic optimal control problems is
proposed. With this new method, the explicit solution of the optimization problem can be calculated with less computation
burden, and the state feedback optimal control laws are obtained simultaneously. Applying the proposed multi-parametric
programming method, an explicit algorithm for obtaining the state feedback optimal control law for the constrained linear
infinite-time optimal control problem is established. At the end of the paper, simulations of a vibration control for the
mechanical system of an elevator are performed.
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1 引引引言言言(Introduction)
多参数规划理论研究,当优化问题所含的多个参

数在一定的范围内变化时,优化问题的解以怎样的
规律变化. 多参数规划方法系统地分割参数区域,在
每个参数子区域内建立优化问题的解与参数之间的

显式函数关系. 之后, 一旦确定了参数的值和所处
的子区域,无需重新求解优化问题即可得到问题的
解[1,2]. 文献[3]把多参数二次规划理论应用于约束
线性二次优化控制问题,并给出了一种求解多参数
二次规划问题的方法.
在文献[3]的基础上, 文献[4∼6]从离线、在线计

算、状态空间的凸划分、快速确定当前状态所处的

分区和计算当前时刻的控制量方面,提出更为高效
的求解多参数二次规划问题的算法. 文献[7,8]通过

求解优化问题的次优解,进一步简化了多参数规划
算法的复杂度和减少了状态分区的数目. 现有文
献[3∼8]中求解多参数二次规划问题的不同算法主
要体现在,对于多参数二次规划问题的整个可行区
域的分区策略和搜索的方法不同.文献中多参数规
划问题求解方法的一个共同点是,当优化控制问题
的控制时域长度N较大时, 求解对应的多参数二次
规划问题的计算工作量大,计算复杂. 多参数二次规
划问题的计算复杂度与N成指数关系.

本文结合动态规划和控制时域长度为1的单步多
参数二次规划,提出约束优化控制问题一种新的多
参数规划求解方法,减少多参数规划问题求解的工
作量. 应用本文方法,建立无限时间约束系统开环状
态反馈最优控制律的显式求解算法.
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2 约约约束束束线线线性性性最最最优优优控控控制制制问问问题题题多多多参参参数数数规规规划划划求求求

解解解(Multi-parametric programming for con-
strained optimal control problem)
考虑约束线性有限时间最优控制问题:



J∗(x(0)) = min
UN

J(UN , x(0)),

s.t. Exk + Luk 6 M, k = 0, · · · , N − 1,

xk+1 = Axk + Buk, k > 0,

xN ∈ χf ,

(1)

式(1)中:

J(UN , x(0))=‖PxN‖2+
N−1∑
k=0

(‖Qxk‖2+‖Ruk‖2),

xN ∈ χf为终点状态约束, χf = {x ∈ Rn|Hfx 6
Kf}. UN为决策向量, UN = [u′0, · · · , u′N−1]

′ ∈ Rs.
Q = Q′ > 0, R = R′ > 0, P > 0. 定义χ ⊆ Rn为满

足(1)中约束条件的x(0)集合.
优化问题(1)的最优决策向量U∗

N(x(0))取决
于x(0). 文献[3]把状态x(0)看作优化问题(1)的参数
向量,给出一种多参数二次规划问题的求解方法,建
立U∗

N(x(0))与x(0)间的显式函数关系.
结结结论论论 1[3] 考虑约束线性最优控制问题(1),则:
可行域χ为多面体域, χ = {x ∈ Rn|Hx 6 K};
U∗

N(x(0))是x(0)的分段线性函数:
U∗

N(x(0)) = F ix(0) + Gi, x(0) ∈ CRi;
J∗z (x(0))是x(0)的分段二次连续函数:
J∗(x(0)) = x′(0)Qix(0) + Lix(0) + Ci, x(0) ∈

CRi;
CRi为多面体集, CRi是χ的凸划分,即⋃
i

CRi = χ, CRi
⋂

CRj = Ø(i 6= j)(i =

1, · · · , N r).

3 基基基于于于动动动态态态规规规划划划的的的多多多参参参数数数规规规划划划求求求解解解

方方方法法法(Dynamic programming based multi-
parametric programming method)
优化问题(1)当控制时域N较大时, 直接求解对

应的多参数二次规划问题较为复杂. 基于动态规划,
本节通过求解多个单步多参数二次规划问题来简化

原问题的求解, 而求解得到的结果与直接求解N步

多参数二次规划问题的结果是一致的.
动动动态态态规规规划划划求求求解解解的的的第第第1步步步,即即即j = N − 1.




J∗(xN−1) =

min
uN−1

(‖QxN−1‖2 + ‖RuN−1‖2) + ‖PxN‖2,

s.t. ExN−1 + LuN−1 6 M,

xN = AxN−1 + BuN−1,

xN ∈ χN = χf ,

(2)

问题(2)按文献[3]思路可转化为单步多参数二次
规划问题(参数为xN−1). 由结论1可得到: χN−1为凸

多面体域.

uN−1为参数xN−1的分段线性状态反馈控制律:

uN−1 = f i
N−1xN−1 + gi

N−1, xN−1 ∈ CRi
N−1.

(3)

J∗(xN−1)是xN−1的分段二次函数:




J∗(xN−1) =

x
′
N−1Q

i
N−1xN−1 + Li

N−1xN−1 + Ci
N−1,

xN−1 ∈ CRi
N−1.

(4)

CRi
N−1为凸多面体集,

CRi
N−1

⋂
CRj

N−1 = Ø(i 6= j),
⋃
i

CRi
N−1 = χN−1,

CRi
N−1 = {xN−1 ∈ Rn|H i

N−1xN−1 6 Ki
N−1},

i = 1, · · · , N r
N−1.

N r
N−1为χN−1上的状态分区数目.

动动动态态态规规规划划划求求求解解解的的的第第第2步步步,即即即j = N − 2.




J∗(xN−2) = min
uN−2

(‖QxN−2‖2+

‖RuN−2‖2+J∗(xN−1)),

s.t. ExN−2 + LuN−2 6 M,

xN−1 = AxN−2 + BuN−2,

xN−1 ∈ χN−1,

(5)

终点状态的凸约束区域为χN−1 =
⋃
i

CRi
N−1,

χN−1已由动态规划的上一步得到. 由动态规划
的上一步已经得到J∗(xN−1)是xN−1的分段二次

函数, 因此优化问题(5)可以转化为N r
N−1个不同的

单步多参数二次规划问题(参数为xN−2). 其中的
第i个(i = 1, · · · , N r

N−1)单步多参数二次规划问题
为 




J∗(xN−2) =

min
uN−2

(‖QxN−2‖2 + ‖RuN−2‖2+

x′N−1Q
i
N−1xN−1 + Li

N−1xN−1 + Ci
N−1),

s.t. ExN−2 + LuN−2 6 M,

xN−1 = AxN−2 + BuN−2,

xN−1 ∈ CRi
N−1,

(6)

xN−1 ∈ CRi
N−1为第i个单步多参数二次规划问题

的终点约束, CRi
N−1已由动态规划的上一步得到.

问题(6)(其参数为xN−2)可通过类似文献[3]中的
替换,化为标准多参数二次规划问题.多参数二次规
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划问题(6)的解为

uN−2 =f i,m
N−2xN−2+gi,m

N−2, xN−2 ∈ CRi,m
N−2

J∗(xN−2)=x
′
N−2Q

i,m
N−2xN−2+Li,m

N−2xN−2+Ci,m
N−2,

CRi,m
N−2为 凸 多 面 体 集,

⋃
m

CRi,m
N−2 = χi

N−2,
⋃
i

⋃
m

CRi,m
N−2 =

⋃
i

χi
N−2 = χN−2, χN−2为凸多面

体.

CRi,p
N−2

⋂
CRi,q

N−2 = Ø, (p 6= q),

(i = 1, · · · , N r
N−1; m = 1, · · · , N i

N−2)

CRi,m
N−2(m = 1, · · · , N i

N−2)是求解第i个单步多参

数二次规划问题得到的状态分区.
求解N r

N−1个单步多参数二次规划问题得到的

状态分区能够全部覆盖χN−2. 但i个单步多参数

二次规划问题可行的所有状态集合χi
N−2, 与第j个

单步多参数二次规划问题的χj
N−2不同, 即χi

N−2 6=
χj

N−2, 分区的数目也可能不同, 即N i
N−2 6= N j

N−2,
通常χi

N−2

⋂
χj

N−2 6= Ø. 令χi
N−2

⋂
χj

N−2 = Rij

(i 6= j), Rij可能包含 CRi,m
N−2 和 CRj,l

N−2(l =
1, · · · , N j

N−2)中的多个凸多面体集. 因而在Rij中,
1个凸多面体集可能对应多个J∗(xN−2)值, 根
据J∗(xN−2)的大小来确定该多面体集对应的控制
信号uN−2和J∗(xN−2), 分割或合并凸多面体集, 并
确定对应的控制信号和目标函数值. 根据极大值
原理, 动态规划方法求解得到的解(多个单步多参
数二次规划方法)与单个多步多参数规划方法得到
的解是一致, 根据结论1, 凸多面体集CRi,m

N−2(i =
1, · · · , N r

N−1;m = 1, · · · , N i
N−2)经比较、分割和合

并,得到(N − 2)时刻优化问题(5)的解为

uN−2 = f i
N−2xN−2 + gi

N−2, xN−2 ∈ CRi
N−2, (7)

J∗(xN−2)=x
′
N−2Q

i
N−2xN−2+Li

N−2xN−2+Ci
N−2.

(8)

CRi
N−2为 凸 多 面 体 集,

⋃
i

CRi
N−2 = χN−2

CRi
N−2

⋂
CRj

N−2 = Ø, (i 6= j), i = 1, · · · , N r
N−2.

CRi
N−2 = {xN−2 ∈ Rn|H i

N−2xN−2 6 Ki
N−2,

N r
N−2为χN−2上的状态分区数目.

动态规划解的第3步直至第N步,按第2步求解的
思路和步骤进行, 得到各个时刻的控制律与对应时
刻状态之间的分段线性状态反馈显式关系.

4 无无无限限限时时时间间间约约约束束束优优优化化化问问问题题题状状状态态态反反反馈馈馈显显显式式式

解解解(State feedback solution for infinite-time
constrained optimal control problem)
应用上节提出的多参数规划问题求解方法,建立

无限时间约束优化问题的状态反馈最优控制律.

考虑无限时间约束线性优化控制问题(9)和对应

的有限时间约束控制问题(10):



J∗∞(x(0)) = min
U
{

+∞∑
k=0

(‖Qxk‖2+‖Ruk‖2)},

s.t. Exk + Luk 6 M, k = 0, 1, · · · ,

xk+1 = Axk + Buk,

(9)

U = [u′0, u
′
1, · · · , u′N , · · · ]′为无限时间最优控制律.




J∗N(x(0)) =

min
UN

N−1∑
k=0

(‖Qxk‖2+‖Ruk‖2)+‖P∞xN‖2,

s.t. Exk + Luk 6 M, k = 0, · · · , N − 1,

xk+1 = Axk + Buk,

xN ∈ χI ,

(10)

如果优化问题(10)的终点状态满足xN ∈ χI ,
则无限时间优化问题(9)的解等价于问题(10)的
解[9],即U∗

∞(x(0)) = [U∗
N(x(0)),KxN ,KxN+1, · · · ],

J∗∞(x(0)) = J∗N(x(0)). 终点状态约束区域χI为优

化问题(9)的输出不变集. 即

χI =
{

x(0) ∈ Rn|Exk + Luk 6 M, uk = Kxk,

xk+1 = (A + BK)xk, k > 0,

}

K为与优化问题(9)对应的无约束无限时间优化控制
问题的状态反馈阵.
求解多参数二次规划问题(10)而得到的最优控

制序列UN = [u′0, · · · , u′N−1]
′,由结论1知u∗0(x(0))是

x(0)的状态反馈分段线性函数, 而UN中的第j个控

制量u∗j (j = 1, · · · , N − 1), 并不是状态x(j) 的反
馈线性函数. 由上节基于动态规划的多参数规划
方法求解过程可以看到, 把控制时域长度为N的

多参数二次规划问题转化为求解N个控制时域长

度为1(单步)多参数二次规划问题的同时, 能求解
得到各个时刻的显式分段线性状态反馈最优控制

律u∗j (x(j)) = fj(x(j))(j = 0, · · · , N − 1). 应用本
文方法求解优化问题的状态反馈最优控制律,可得
到

1) 约束线性优化问题(10)的状态反馈最优控制
律u∗j (x(j))(j = 0, · · · , N − 1)为

u∗j (x(j)) = f i
j(x(j)) + gi

j, x(j) ∈ CRi
j,

i = 1, · · · , N r
j .

CRi
j为多面体集,

CRi
j = {x ∈ Rn|H i

jx 6 Ki
j},⋃

i

CRi
j = χj, CRi

j

⋂
CRm

j = Ø, i 6= m.

2) 本节虽然求解有限时域优化问题,但该有限
时域优化问题(含终点状态的约束条件)与相应的无
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限时间约束优化问题是等价的[9]. 通过求解有限时
域约束优化问题,可直接得到无限时间约束优化问
题的控制律,因此能够保证无限时间约束最优控制
问题的全局性和最优性.

3) 约束线性优化控制问题的状态反馈最优控制
律为时变的分段线性状态反馈控制律.

5 数数数值值值仿仿仿真真真例例例子子子(Numerical example)
本节对于约束线性机械振动系统[10], 应用本文

的方法做仿真计算.简化的动力学模型为

A =
[−0.4084 −75.16

0.007516 0.2581

]
,

B = [0.007516 0.0001258]T,

C =
[
1 0
0 104

]
, D = [0 0]T

为了保证舒适性, 对于电梯振动的位移、速度和加
速度必须加以限制.相应的约束条件为

−1 6 x1(k) 6 1, k = 1, 2, · · · ,

−10−3 6 x2(k) 6 10−3, k = 1, 2, · · · ,

−10 6 u(k) 6 10, k = 0, 1, · · · .

考虑与无限时间约束优化控制问题对应的有

限时域问题. 对于控制时域长度N = 2, 求得状
态范围、状态的分区χ =

⋃
i

CRi和分区上对应的

控制律. 图1中最中间的分区为χI . 围绕χI的分区

为χ =
⋃
i

CRi, 最外面的边框为不考虑终点约束

xN ∈ χI时的状态范围和分区.

图 1 优化问题的状态范围及分区

Fig. 1 States’ region and partitions for optimal

control problem

6 结结结语语语(Conclusion)
结合动态规划和单步多参数二次规划,提出一种

新的约束最优控制问题多参数规划求解方法. 应用
提出的方法, 建立无限时间约束优化问题状态反馈
最优控制律的显式求解算法.
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