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摘要:研究Delta算子描述的线性不确定系统具有圆形区域极点约束的鲁棒非脆弱方差控制问题.针对系统参数
范数有界不确定性和控制器的乘性增益不确定性,运用线性矩阵不等式(LMI)方法,提出具有圆形区域极点约束的
状态反馈鲁棒非脆弱方差控制器存在的条件和设计方法. 数值算例表明设计方法的可行性.
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Robust non-fragile variance control for Delta-operator systems with
disk-pole constraints
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Abstract: The robust non-fragile variance control for the Delta-operator-formulated linear uncertain systems with disk-
pole constraints is studied. The aim is to design a robust non-fragile state feedback controller which satisfies the disk-
pole and variance constraints. With the norm-bounded parameter uncertainty in the system and the multiplicative gain
uncertainty in the controller, we derive a sufficient condition for the existence of such controllers via the linear matrix
inequality (LMI) approach, and present a design procedure of these controllers. A numerical example is provided to
illustrate the design method.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来, 关于Delta算子系统[1]鲁棒控制的研究

较为活跃, 出现了许多成果. 如, 张端金[2]等研究了

具有区域极点与方差约束的鲁棒滤波问题, 邵锡
军[3]等研究了鲁棒滤波器设计问题, 刘满[4]等研究

了D稳定鲁棒容错控制器设计问题, 刘晓华[5] 等研

究了具有凸多面体参数不确定性的Delta算子时滞
系统的保性能滤波问题等等.
众所周知,对于参数不确定系统,可以通过使其

闭环系统稳态状态方差不超过给定的上界来保证控

制系统具有期望的稳态性能[6,7],而系统暂态性能则
可以由闭环极点的位置决定,因此,包含区域极点约
束的鲁棒方差控制问题研究具有较为实际的应用价

值.另一方面, 对于反馈控制系统来说, 控制器参数
的微小扰动都可能导致系统失去稳定性, 而由于控
制器老化或是其他因素造成的控制器参数变化往往

是不可避免的,因此,有必要研究当控制器存在增益
参数扰动时, 仍能保证控制目标要求的控制器设计

问题,即非脆弱控制问题[8,9].
本文考虑Delta算子描述的范数有界参数不确定

系统,针对乘性控制增益不确定性,研究具有圆形区
域极点约束的鲁棒非脆弱方差控制问题,利用线性
矩阵不等式(LMI)给出状态反馈控制器存在的条件
和设计方法.
2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
设Delta算子描述参数不确定离散系统为

δx(k) = (A + ∆A)x(k) + (B +
∆B)u(k) + Dw(k). (1)

其中: 采样周期为T , x(k) ∈ Rn为系统状态向
量, u(k) ∈ Rm为控制输入, w(k) ∈ Rp为具有单
位协方差矩阵的零均值白噪声过程, 且与初始状
态x(0)不相关; A,B, D为适维常数矩阵, ∆A,∆B为
系统不确定性,具有如下形式:

∆A = D1F1E1,∆B = D2F2E2. (2)

式中: D1, E1, D2, E2为适维常数矩阵; F1, F2分别为

满足FT
1 F1 6 I, FT

2 F2 6 I的不确定参数矩阵, 其
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中I为适维单位矩阵.
假定系统状态可量测,则采用状态反馈控制器

u(k) = K̄x(k) = (K + ∆K)x(k), (3)

得到的闭环系统为

δx(k) = Āx(k) + Dw(k). (4)

其中Ā = A + ∆A + (B + ∆B)K̄. 控制器(3)中,
K ∈ Rm×n为名义控制增益, ∆K为乘性控制增益不

确定性, ∆K = MLNK,其中M, N 为适维常数矩

阵, L为不确定参数矩阵,满足LTL 6 I .
记D(a, r)为复平面上以a + j0为圆心, r为半径

的圆形区域; λ(A)为矩阵A的全部特征值的集合.
根据Delta算子系统稳定性判据[3]和矩阵特征值

性质可知, 闭环系统(4)渐近稳定当且仅当λ(Ā) ⊂
D(−1/T, 1/T ),当且仅当λ(I + TĀ) ⊂ D(0, 1). 将
闭环系统(4)写成前向移位算子描述的通常离散系
统形式,得到x(k + 1) = (I + TĀ)x(k) + TDw(k),
于是根据离散时间系统协方差控制理论, 若
系统(4)是渐近稳定的, 则其稳态状态协方差矩
阵X = lim

k→∞
{Ex(k)xT(k)}存在,且满足矩阵方程

(I + TĀ)X(I + TĀ)T −X + T 2DDT = 0. (5)

本文要讨论的问题是: 对Delta算子不确定离
散系统(1), 给定正常数σi(i = 1, 2, · · · , n)和包含
于Delta算子系统稳定域D(−1/T, 1/T )的圆形区
域D(a, r), 设计状态反馈控制器(3), 即寻找名义增
益矩阵K, 使得对任意允许的控制器增益不确定
性∆K和系统不确定性(∆A,∆B), 闭环系统(4)满
足:

a) 所有极点落在圆形区域D(a, r)中,即λ(Ā) ⊂
D(a, r);

b) 稳态状态协方差矩阵X满足[X]ii < σ2
i , i =

1, 2, · · · , n, 其中[X]ii表示矩阵X的第i个对角元素,
即第i个状态分量的稳态方差.

注注注 1 在式(5)中, 令T = 1, Ā = I + TĀ, 则本文

研究的问题转化为通常离散时间系统(对应于前向移位算

子)具有圆形区域极点约束的鲁棒非脆弱方差控制问题;

令X =
1

T
X ,则式(5)化为ĀX +XĀT +TĀXĀT +DDT =

0,再令T = 0,得ĀX + XĀT + DDT = 0,则本文研究的问

题转化为连续时间系统的相应问题.因此,离散系统和连续

系统具有圆形区域极点约束的鲁棒非脆弱方差控制问题可

以统一到Delta算子框架中进行研究.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
限于篇幅,不加证明地给出本文的主要结论.

定定定理理理 1 对Delta算子闭环系统(4)和给定的圆
形区域D(a, r),如果存在对称正定矩阵P ,使得对所

有允许的系统不确定性和控制器不确定性,有[ −P PĀT − aP

ĀP − aP −r2P + DDT

]
< 0 (6)

成立,则λ(Ā) ⊂ D(a, r),系统(4)的稳态状态协方差
矩阵X存在,且满足X < P .

定定定理理理 2 给定正常数σi(i = 1, 2, · · · , n)和圆形
区域D(a, r),如果存在对称正定矩阵P ,矩阵Y和正

数ε1, ε2, ε3,使得以下两式成立:


Φ Ψ 0 Ξ1 0
∗ −P PET

1 Y TET
2 Y TNT

∗ ∗ −ε1I 0 0
∗ ∗ ∗ Ξ2 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ε3I




< 0, (7)

[P ]ii 6 σ2
i , i = 1, 2, · · · , n. (8)

其中:

Φ = ε1D1D
T
1 + ε2D2D

T
2 + ε3BMMTBT −

r2P + DDT,

Ψ = AP − aP + BY,

Ξ1 = ε3BMMTET
2 ,

Ξ2 = ε3E2MMTET
2 − ε2I,

∗表示由矩阵对称性得到的块, 则对于Delta算子系
统(1), 存在鲁棒非脆弱状态反馈控制器(3), 使闭
环系统满足a)和b), 且名义控制增益矩阵为K =
Y P−1.
根据定理2可以得到Delta算子不确定系统鲁棒

非脆弱方差控制律的设计方法, 式(7)、式(8)与约束
条件P > 0, ε1 > 0, ε2 > 0, ε3 > 0共同构成关于
变量P, Y, ε1, ε2, ε3的一个线性矩阵不等式系统, 可
以利用MATLAB的LMI工具箱提供的求解器进行求
解, 若可行解存在, 则Delta算子系统(1)具有极点约
束的鲁棒非脆弱方差控制器存在, 且可求得名义控
制律K = Y P−1.

4 数数数值值值算算算例例例(Numeral example)
通过一个简单算例说明设计方法的有效性. 考

虑Delta算子不确定系统(1)和含乘性增益不确定性
的状态反馈控制器(4),其中:

A=



−2.5 1 −1.5

2.4 −2 1
−2 1.5 3.7


 , B=



−1 0.8

2.35 1
1.1 −0.7


 ,

D1 =




0.5
0.6

−0.3


 , D2 =




0.5
−0.2

0.3


 , D=




0.25
−0.15

0.1


 ,

E1 =
[
0.7 −0.2 0.3

]
, E2 =

[−0.4 0.55
]
,
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M =
[
0.2
0.1

]
, N =

[−0.3 0.2
]
,

采样周期T = 0.1. 系统(1)的稳定域为D(−10, 10),
现要求设计鲁棒非脆弱方差控制器, 使得闭环系
统所有极点均位于中心在点−6 + j0, 半径为3的圆
形区域D(−6, 3)中, 且其稳态状态协方差矩阵X满

足[X]11 6 0.5, [X]22 6 1.1, [X]33 6 1. 根据上节提
出的设计方法, 应用MATLAB的LMI工具箱算得相
应线性矩阵不等式系统存在可行解:

P =




0.4420 −0.3529 0.3529
−0.3529 0.9519 −0.2337

0.1133 −0.2337 0.1049


 ,

Y =
[

0.0828 −0.6028 −0.0960
−0.5622 −1.0224 0.2793

]
,

由此算出名义控制增益矩阵为

K =
[−0.0131 −1.8964 −5.1253
−3.2309 −1.6811 2.4064

]
.

对于不确定参数矩阵F1, F2和L的所有允许值,闭环
系统极点均落在圆形区域D(−6, 3)中, 如图1所示.
由P的主对角线元素值可知, 闭环系统稳态状态协
方差矩阵X满足[X]11 6 0.5, [X]22 6 1.1, [X]33 6
1.

图 1 闭环极点分布图

Fig. 1 Pole distribution of the closed-loop system

5 结结结束束束语语语(Conclusions)
本文研究了Delta算子不确定系统具有圆形区域

极点约束的鲁棒非脆弱方差控制问题. 针对状态
反馈控制器含有乘性增益不确定性的情形, 给出
使Delta算子闭环系统满足极点约束和方差约束的
控制器设计方法, 将问题归结为一个线性矩阵不等
式系统的求解问题,进而可以利用成熟的凸优化技
术,如MATLAB的LMI工具箱加以解决. 数值算例表
明了控制器设计方法的可行性和有效性. 本文的结

果将连续系统和离散系统鲁棒非脆弱方差控制的有

关结论统一到Delta算子框架. 此外, 本文的方法和
结论可以方便地推广到状态反馈控制器含加性增益

不确定性的情形.
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