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摘要:针对一类状态不可测的非线性不确定分布式时滞系统,给出了系统滑动模态鲁棒渐近稳定的充分条件.设
计了一类滑模观测器,同时采用线性矩阵不等式的处理方法给出了该观测器存在的充分条件.再应用滑模控制的趋
近率方法和基于观测器所得到的估计状态,综合了一类滑模控制器.该控制器同时保证了估计状态下的滑模面和估
计误差状态下的滑模面的渐近可达性.
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Sliding mode control for
a class of nonlinear systems with distributed delay
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Abstract: The design problems of sliding mode observer and the observer-based controller are addressed for a class of
uncertain nonlinear systems with distributed delays. According to the sliding mode control theory, we propose a sufficient
condition of robust asymptotic stability for the sliding mode dynamics. A sliding mode observer is designed, and the
sufficient condition is given for the existence of such an observer in terms of linear matrix inequality (LMI). Based on the
observed states, a controller is synthesized by using the sliding mode control theory and the reaching law technique. The
proposed control scheme guarantees the reachability of the sliding surfaces defined in both the observed state space and the
observed state-error space.
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1 引引引言言言(Introduction)
关于线性不确定时滞系统状态观测器的设计问

题一直以来受到了广泛的关注, 并取得了一系列研
究成果,但当系统中含有非线性时,设计就变得很困
难.近年来, 发展了一种滑模观测器,该观测器由于
包含一项切换式的控制能有效地处理非线性系统的

状态观测问题. 从最近的文献[1∼3]看,关于滑模观
测器的设计主要有两种方法:一种是在Luenberger观
测器的基础上增加一个滑模控制器, 该控制器能用
来消除非线性和不确定性带来的影响[1]; 另一种是
由Utkin根据滑模面上的等价控制原理提出的[2].近
年来, 关于分布式时滞系统的鲁棒稳定性和鲁棒镇
定问题也取得一定的进展[4∼6], 但这些结论都在系
统状态可观测的条件下得到的. 因此, 关于分布式
时滞系统的观测器设计和基于观测器的鲁棒控制问

题,尚待进一步研究．

本文研究了一类非线性不确定分布式时滞系统
的滑模观测器设计和基于观测状态下的滑模控制
问题.文中首先给出了系统滑动模态鲁棒渐近稳定
的充分条件; 其后设计了一类滑模观测器并相应地
给出了该观测器存在的充分条件;在已得到的系统
估计状态基础上应用趋近率的方法综合了滑模控制
器, 该控制器同时保证了估计状态下的滑模面和估
计误差状态下的滑模面的渐近可到达性.
2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下非线性不确定分布式时滞系统:




ẋ(t)=[A+∆A(t)]x(t)+[Ad1+∆Ad1(t)]x(t−
τ1(t))+[Ad2+∆Ad2(t)]

w t

t−τ2

x(θ)dθ+

B(u(t) + f(x(t), t)),
x(t) =φ(t), t ∈ [−τ, 0],
y(t) =Cx(t),

(1)
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其中: x(t) ∈ Rn为系统状态向量; u(t) ∈ Rm为控制

输入; y(t) ∈ Rp为测量输出; 0 6 τ1(t) 6 τ1为时变

有界时滞且满足τ̇1(t) 6 µ < 1; τ2为已知的实常数

时滞, 设τ = max(τ1, τ2); f(x(t), t)为非线性
函数; φ(t)为状态初始条件; ∆A(t), ∆Ad1(t),
∆Ad2(t)表示时变参数不确定性, 假定其范数有界
且满足

[∆A(t) ∆Ad1(t) ∆Ad2(t)]=MF (t)[N Nd1 Nd2],

其中: M, N, Nd1, Nd2为已知实常数矩阵; F (t)为未
知的时变实矩阵且满足 F (t)F (t) 6 1.
设计如下形式的滑模观测器:




˙̂x(t)=Ax̂(t)+Ad1x̂(t−τ1(t))+

Ad2

w t

t−τ2

x̂(θ)dθ + B(u(t)+

v(t)) + L(y(t)− Cx̂(t)),

ŷ(t) =Cx̂(t),

(2)

其中: x̂(t) ∈ Rn为系统状态x(t)的估计值; L ∈
Rn×p为待设计的观测器增益矩阵; v(t)为待设计
的外部非连续反馈补偿控制, 也即滑模控制器. 由
式(1)(2)可得到如下状态估计误差动态方程:



ė(t) =

[A− LC + ∆A(t)]e(t) + [Ad1 + ∆Ad1(t)]·
e(t− τ1(t)) + [Ad2 + ∆Ad2(t)]

w t

t−τ2

e(θ)dθ+

∆Ad2(t)
w t

t−τ2

x̂(θ)dθ+

∆Ad1(t)x̂(t− τ1(t))−B(v(t)− f(x(t), t)),

ey(t) = Ce(t),
(3)

其中e(t) = x(t)− x̂(t)为估计误差状态.
本文针对系统(1)设计形如式(2)的滑模观测

器, 并基于估计状态设计滑模控制器, 使动态
式(2)和(3)鲁棒渐近稳定, 并保证在有限时间内
式(2)和(3)的轨迹分别到达在各自定义的滑模面上.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
选择如下线性滑模面函数:
s(x(t), t)=BTP−1x(t), 0<P =PT∈Rn×n, (4)

引入状态变换[7]:

z(t)=
[
z1(t)
z2(t)

]
, T =

[
(B̃TPB̃)−1B̃T

(BTP−1B)−1BTP−1

]
, (5)

其中: z1(t) ∈ Rn−m, z2(t) ∈ Rm , B̃ ∈ (M :
BTM = 0). 容易得出: T−1 ∈ [PB̃ B]和

s(x(t), t)=BTP−1T−1z(t)=BTP−1Bz2(t), (6)

因此, (n−m)维降阶滑动模态方程可描述为

ż1(t) =

(B̃TPB̃)−1B̃T[(A+∆A(t))PB̃z1(t)+

(Ad1 + ∆Ad1(t))PB̃z1(t− τ1(t)) +

(Ad2+∆Ad2(t))PB̃
w t

t−τ2

z1(θ)dθ]. (7)

下面给出了滑动模态(7)鲁棒渐近稳定的充分条件.

定定定理理理 1 如果存在适当维数的正定对称矩

阵P > 0, Q > 0, Q1 > 0, Q2 > 0, R > 0以及
标量λ1 > 0, λ2 > 0使得以下线性矩阵不等式成立,
那么滑动模态(7)鲁棒渐近稳定.


Υ11 Ad1P 0 Q+Ad2P PNT

∗ Υ22 0 0 PNT
d1

∗ ∗ −Q2−λ1B
TB −Q 0

∗ ∗ ∗ −τ−1
2 R−λ1B

TB PNT
d2

∗ ∗ ∗ ∗ −λ2I


<0,

(8)

其中:

Υ22 , −(1− µ)Q1 − λ1B
TB,

Υ11 , Q1 + Q2 + τ2R + AP + PAT −
λ1B

TB + λ2MMT.

分别定义如下的滑模面函数:

ŝ(t) , ŝ(x̂(t), t) = BTXx̂(t), (9)

se(t) , se(e(t), t) = BTXe(t), (10)

其中X > 0且假定存在矩阵N使得BTX = NC . 因
此, se(t) = BTXe(t) = N(y(t) − ŷ(t)). 给出外部
非连续反馈补偿控制如下:

v(t) = ε1se(t) + (ρ(t) + ε1)sign(se(t)), (11)

其中: ε1为正实常数, ρ(t)为f(x(t), t)的上界函
数, 即

‖f(x(t), t)‖ 6 ρ(t).

根据文献[8]给出如下基于估计状态的等价控制
和切换控制:



ueq(t)=−BTX[Ax̂(t) + Ad1x̂(t− τ1(t))+

Ad2

w t

t−τ2

x̂(θ)dθ],

un(t) = −ε2ŝ(t)− (ρ(t) + ε1 + ε2)sgn(ŝ(t)),
(12)

其中常数ε2满足ε2 > ε1/2 > 0. 系统控制输入为
u(t) = ueq(t) + un(t).
以下定理将给出该观测器增益矩阵L的求解.

定定定理理理 2 如果存在具有适当维数的正定对称

矩阵X > 0, S1 > 0, S2 > 0,W1 > 0,W2 >

0, Zj > 0(j = 1, 2, 3, 4)和一般矩阵Y以及实标

量λi > 0(i = 1, 2, 3, 4, 5, 6)使得以下线性矩阵不
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等式和BTX = NC成立, 那么包含状态估计动
态(2)和状态估计误差动态(3)的整个闭环系统将

鲁棒渐近稳定, 且观测器增益阵L可表示为L =
X−1Y .




Π11 XAd1 0 XAd1 + ST
1 CTY T 0 0 0 0 0 0 κ3

∗ Π22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ − Z2 − ST

1 0 0 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ Π44 0 0 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ Π55 XAd1 0 XAd2 + ST

2 0 0 κ1 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π66 0 0 0 AT

d1X 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − Z4 − ST

2 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π88 AT

d2X 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − I 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − I 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − κ2 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − κ4




< 0, (13)

其中:

κ1 , (
√

3XBBT, ATX), κ2 , diag{I, I},
κ3 , (XM, XM, XM,XM, XM,XM),

κ4 , diag{λ1I, λ2I, λ3I, λ4I, λ5I, λ6I},
Π11 , sym(XA− Y C) + λ1N

TN +

τ2W1 + Z1 + Z2,

Π22 , λ2N
T
1 N1 − (1− µ)Z1,

Π44 , λ3N
T
2 N2 − τ−1

2 W1,

Π55 ,XA+ATX+λ4N
TN+τ2W2+Z3+Z4,

Π66 , λ5N
T
1 N1 − (1− µ)Z3,

Π88 , λ6N
T
2 N2 − τ−1

2 W2.

由于篇幅所限,本定理的证明从略.

值得注意的是,定理2中存在矩阵等式BTX =
NC,因此不能通过MATLAB的LMI工具箱直接求
解.但可知等式等价于

tr[(BTX −NC)T(BTX −NC)] = 0, (14)

因此可引进如下条件:

(BTX −NC)T(BTX −NC) 6 αI, (15)

其中α > 0为充分小的正实常数.利用Schur补可知
上面的不等式等价于[

−αI XB − CTNT

∗ −I

]
< 0. (16)

因此, 本文基于观测器的滑模控制非线性分布式
时滞系统问题可以转化为求解以下的优化问题:{

min α

s.t.式(13)和式(16).
(17)

由于和式(13)联立,因而避免了式(16)中的α最

小值来自极小的X和N的情况.若所得的α最小值

较大,则问题可能无解.最后分析在u(t)作用下,滑
模面ŝ(t) = 0和se(t) = 0的可到达性,有如下结论:

定定定理理理 3 如果存在具有适当维数的正定对称

矩阵X > 0, S1 > 0, S2 > 0, W1 > 0, W2 >

0, Zj > 0(j = 1, 2, 3, 4)和一般矩阵Y以及实标

量λi > 0(i = 1, 2, 3, 4, 5, 6)使得以下线性矩阵
不等式(13)和(16)成立, 且观测器增益阵L可设计

为L = X−1Y . 则在滑模控制u(t)作用下,状态估
计动态轨迹和状态估计误差动态轨迹将分别渐近

趋近于滑模面ŝ(t) = 0和滑模面se(t) = 0上.

篇幅所限,证明从略.

4 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类状态不可测的非线性不确定分

布式时滞系统, 进行了滑模观测器的设计以及基
于观测器的滑模控制器的设计, 给出了观测器存
在的充分条件.基于系统的观测状态,设计了滑模
控制器, 该控制保证了状态估计动态轨迹和状态
估计误差动态轨迹分别渐近趋近于各自的滑模面

上. 另外,当系统轨迹进入滑模面后,对滑动模态
稳定性也进行了分析, 给出了鲁棒渐近稳定的充
分条件. 本文克服了反馈控制中系统状态不可测
的缺点.
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