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摘要:火力分配问题一直是军事理论工作者和参战双方指挥员关心得最多的重要问题之一.针对舰艇编队信息
战的特殊性,本文利用兰彻斯特战斗方程和微分对策理论建立了相应的火力分配优化模型,并进行了模型分析和求
解. 通过分析、求解一个实例的最优策略,从另一层面证明了“集中优势火力”这一战术思想的正确性. 研究结果
可为作战指挥决策提供理论参考.
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Differential game model and its solution for the firepower-assignment in
vessel formations in information war
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(1. Deptartment of Combat Command, Dalian Naval Academy, Dalian Liaoning 116018, China;
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Abstract: The firepower-assignment is one of the important problems for military theoretic researchers and comman-
ders. Based on the features of vessel formations in information war, we develop a corresponding firepower-assignment
optimization model using the Lanchester equation and differential game theory, and analyze its solution. In analyzing and
solving the optimal strategies of a real example, this approach validates, from another aspect, the principle of concentrating
superior firepower in attack. The research results may provide a theoretical reference for combat command and decision.
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1 战战战斗斗斗背背背景景景描描描述述述(Background of battle)
这里做如下战术假设:
①红蓝双方分别有m艘和n艘舰艇,将每艘舰艇

看作一个作战单元, 双方使用的武器系统可以进行
点射或面射. 另外,双方除了参与直接作战的武器系
统外,还有一个信息战系统协助作战.

② 设红方的第i种作战单元Xi的数量为Xi(t)
(i = 1, 2, · · · ,m), 蓝方的第j种作战单元Yj的数

量设为Yj(t)(j = 1, 2, · · · , n), 并设红蓝双方编
队的信息战系统R和B的性能分别为R(t)和B(t).
假 设Yj对R, Xi对R的 毁 伤 系 数 分 别 为aj , bi,
而Yj对Xi的 毁 伤 系 数 受B的 影 响, 故 可 用 函
数fji(B(t))来表示. 应满足如下条件:

A) f
′
ji(B(t)) > 0,表明信息战系统对提高作战

单位作战效率起着积极的作用;
B) f

′′
ji(B(t)) 6 0, 说明了信息的阈值效应, 即

随着信息战系统性能的提高, 它对提高作战单位
作战效率的作用将减少. 同理, 若用gij(R(t))表
示Xi对Yj的毁伤系数, 则函数gij(R(t))也应满足类
似于A)B)的条件.
③ 设作战的有效时间段为[0, T ], 并假设在时

刻t = T之前没有任何作战单元被全部消灭.
④ 编队双方可以了解到对方的目标类型和数

量, 各个目标的价值系数可以通过一定的模型计算
得到;各作战单元的射击彼此独立进行,不考虑目标
的损伤积累.

2 舰舰舰艇艇艇编编编队队队火火火力力力分分分配配配微微微分分分对对对策策策优优优化化化模模模

型型型(Firepower-assignment differential game
optimization model for vessel formations)
根据上述假定, 设Yj用于攻击Xi和R(t)的比例

分别为

ψji = ψji(t), ψj0 = ψj0(t),
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Xi用于攻击Yj和B(t)的比例分别为

φij = φij(t), φi0 = φi0(t),

其中:

0 6 φij(t) 6 1, 0 6 φi0(t) 6 1,

0 6 ψji(t) 6 1, 0 6 ψj0(t) 6 1.

显然,有 



φi0(t) +
n∑

j=1

φij(t) 6 1,

ψj0(t) +
m∑

i=1

ψij(t) 6 1.

(1)

设双方的初始状态为{
xi(0) = xi0, yj(0) = yj0,

B(0) = B0, R(0) = R0.
(2)

双方交战的兰彻斯特方程[1∼4]为



ẋi = −α[
n∑

j=1

fji(B(t))yj(t)ψji(t)·

(1 + λyjiyj(t))] +
n∑

j=1

uxji(t),

Ṙ = −α[
n∑

j=1

ajyj(t)(1 + λyj0yj(t))]+

n∑
j=1

uxj0(t),

ẏj = −α[
m∑

i=1

gij(R(t))xi(t)φij(t)·

(1 + λxijxi(t))] +
m∑

i=1

uyij(t),

Ḃ = −α[
m∑

i=1

bixi(t)(1 + λxi0xi(t))]+

m∑
i=1

uyi0(t),

(3)

其中: λyji = 0和λxij = 0分别表示蓝方Yj对红

方Xi点射及红方Xi对蓝方Yj点射; 反之, 即λyji 6=
0和λxij 6= 0表示双方点射与面射同时进行.类似地,
可解释 λyj0 与 λxi0 取值的含义. uxji(t), uxj0(t),
uyij(t)和uyi0(t)分别表示相应作战单元的增援兵
力. 当λyji 6= 0与λxij 6= 0时,若α = 1(或2),则表示
式(3)中的方程是由兰彻斯特线性律(或平方律)导出
的. 而当λyji = 0与λxij = 0时, 若α = 1/2(或1),
则表示式(3)中的方程是由兰彻斯特线性律(或平方
律)导出的. 尽管两种情况都是由兰彻斯特线性律或
平方律导出的,但含义却有很大的不同.
根据假定条件③, 在时刻T之前, 红、蓝双方的

各类作战单元都没有被全部消灭, 这样就产生了
一个如何比较各类作战单元的作战效果的问题.
解决这个问题比较直接的方法就是利用“相对

作战指数[1]”. 因此, 假定通过一些现有的分析方
法, 可以获得红、蓝双方作战单位的“相对作战指
数”hi和lj . 于是,双方的作战实力就可表示为




X(t) =
m∑

i=1

n∑
j=1

higij(R(t))xi(t),

Y (t) =
n∑

j=1

m∑
i=1

lifji(B(t))yj(t).
(4)

令W (t) = X(t) − Y (t) = Γ (Φ(t), Ψ(t)),于是,
红方应力求在时刻T使W (t)尽可能大,而蓝方应力
求尽可能小. 这样,整个火力分配问题就可转化为一
个微分对策问题,即表示为式(3)在初值条件(2)下求
满足条件(1)的红、蓝双方的最优策略Φ∗(t), Ψ∗(t)使
得

max
Φ

min
Ψ

Γ (Φ(t), Ψ(t)) =

min
Ψ

max
Φ

Γ (Φ(t), Ψ(t)) = Γ (Φ∗(t), Ψ∗(t)),

(5)

其含意为“尽可能保存自己实力, 同时最大可能
地消灭敌人”. 当初值确定后, 状态轨线Xi =
xi(t), B = B(t), Yj = yj(t)和R = R(t)就由
对抗双方的策略 Φi = Φi(t)与Ψj = Ψj(t)所确定,
因此目标函数W (t)就间接地由Φi(t)与Ψi(t)确定.
x∗i (t), R

∗(t), y∗j (t) 和 B∗(t) 就是当对抗双方选取
各自最优策略Φ∗j (t)与Ψ∗j (t)时的状态轨线. 根据
假定条件③, 可以保证在交战过程中能始终保
持xi(t), R(t), yj(t)与B(t)为正数.

3 最最最优优优火火火力力力分分分配配配策策策略略略求求求解解解方方方法法法(Solving
method of optimization firepower-assignme-
nt strategies )
假定λyji = 0与λxij = 0, 即各作战单元只进行

点射;取α = 0,即表示式(3)是由兰彻斯特平方律导
出的,则相应的哈密顿函数可写为

H(z, λ, µ, Φ, Ψ, t) =
n∑

j=1

m∑
i=1

λj(t)[−fji(B(t))yj(t)ψji(t)− uxji(t)] +

n∑
j=1

λ0(t)[−ajyj(t)ψj0(t)− uxj0(t)] +

m∑
i=1

n∑
j=1

µi(t)[−gij(R(t))xi(t)φij(t)− uyij(t)] +

m∑
i=1

µ0(t)[−bixi(t)φi0(t)− uyi0(t)].

于是, 根据微分对策理论[5], 问题(5)有最优策
略Φi = Φ∗i (t)和Ψj = Ψ∗j (t)及相应的状态轨线xi =
x∗i (t), yj = y∗j (t)的必要条件是存在相应的伴随函
数(λ∗(t), µ∗(t))使之满足式(1)(2)及式(6)(7),即
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



λ̇j(t)=
m∑

i=1

µi(t)φij(t)gij(R(t))+µ0(t)biφi0(t),

λ̇0(t)=
m∑

i=1

n∑
j=1

µi(t)φij(t)xi(t)g′ij(R(t)),

µ̇i(t)=
n∑

j=1

λj(t)ψji(t)fji(B(t))+λ0(t)ajψj0(t),

µ̇0(t)=
n∑

j=1

m∑
i=1

λj(t)ψji(t)yj(t)f ′ji(B(t)),

(6)

以及 



λj(T ) =
m∑

i=1

higij(R(T )),

λ0(T ) =
m∑

i=1

n∑
j=1

hixig
′
ij(R(T )),

µi(T ) =
n∑

j=1

ljfji(B(T )),

µ0(T ) =
n∑

j=1

m∑
i=1

ljyj(T )f ′ji(B(T )).

(7)

并对于每一时间t ∈ [0, T ]:

H(z∗(t), λ∗(t), µ∗(t), Φ∗(t), Ψ∗(t), t) =

max
Φ

min
Ψ

H(z∗(t), λ∗(t), µ∗(t), Φ(t), Ψ(t), t) =

min
Ψ

max
Φ

H(z∗(t), λ∗(t), µ∗(t), Φ(t), Ψ(t), t). (8)

要直接求出满足式(6)(7)(8)的一组最优解λ∗,
µ∗, Φ∗和Ψ∗是相当困难的, 但是通过逐步分析可找
到最优解的一些特性. 首先,由式(7)可知λ∗j (T ) > 0,
λ∗0(T ) > 0, µ∗i (T ) > 0, µ∗0(T ) > 0. 同时,对任意时
刻t,增加xi(t)或R(t)必然导致目标函数W的增加,
从而由伴随函数的定义[5]可知λ∗j (t) > 0, λ∗0(t) > 0
(t ∈ [0, T ]). 同理,由于yj(t)或B(t)的增加将导致目
标函数W的减小, 因而µ∗i (t) < 0, µ∗0(t) < 0. 对任
意t ∈ [0, T ], 总有λ∗j (t) > 0 λ∗0(t) > 0, µ∗i (t) < 0,
µ∗0(t) < 0.
将哈密顿函数变形为

H =

−
n∑

j=1

m∑
i=1

λj(t)uxji(t)−
m∑

i=1

n∑
j=1

µi(t)uyij(t)−
m∑

i=1

[µ0(t)bj(t)φi0(t)+
n∑

j=1

µi(t)gij(R(t))φij(t)]xi(t)−
n∑

j=1

[λ0(t)ai(t)ψj0(t)+
m∑

i=1

λj(t)fji(B(t))ψji(t)]yj(t).

由于µi(t)与µ0(t)均大于零, xi(t)与R(t)也大于
零, 故由式(8)及条件(1)可知, 红方为使H取得最小

值,必有
m∑

i=1

φ∗ij(t) + φ∗i0(t) = 1.

同理, 由于λj(t)与λ0(t)小于零, yj(t)与B(t)大于零,
因此蓝方为使H取得极大值,必使

n∑
j=1

ψ∗ji(t) + ψ∗j0(t) = 1.

从而

λ0(t)ai(t)ψj0(t) +
m∑

i=1

λj(t)fji(B(t))ψji(t)

就是λ0(t)ai(t)和λj(t)fji(B(t))的加权平均和;

µ0(t)bj(t)φi0(t) +
n∑

j=1

µi(t)gij(R(t))φij(t)

就是µ0(t)bj(t)和µi(t)gij(R(t))的加权平均和.为使
加权平均值达到最大, 必定是对其中最大的一项
赋权值1, 而对其它各项赋权值0. 因此, 类似于文
献[1,5]中的计算, 可以得到上述微分对策模型的最
优策略[5](具体过程略).
由于λ∗j (t)与µ∗i (t)在t ∈ [0, T ]上连续变化, 同时

f(x)和g(x)也是连续函数, 由此可知λ∗j (t)和µ∗i (t)
在t ∈ [0, T ]上分段取常值(证明较简单, 类似于文
献[5],略),从而可得下列结论:
① 作战双方的最优策略都是在一段时间内的每

个时刻使各作战单位集中其全部力量攻击对方的作

战单位或信息战系统;
② 作战双方的最优火力分配策略在一段时间内

保持稳定不变.

4 应应应用用用算算算例例例及及及结结结论论论(Example and conclusion)
4.1 应应应用用用算算算例例例(Application example)
红蓝双方编队交战, 红方编队由一艘相对作战

指数为10.956的甲型舰艇以及一个性能为R(t)的
信息战系统R编成, 其中甲对乙和B的作战性能分

别为3.368R(t)和0.3; 蓝方编队由一艘相对作战指
数为5.8267的乙型舰艇以及一个性能为B(t)的信
息战系统B组成, 其中乙对甲和R的作战性能分别

为3.368B(t)和0.2. 假定

λyji = 0, λxij = 0, uyji(t) = 0, uxij(t) = 0,

即各作战单元只进行点射; 取α = 1, 则有当t 6
1.4265时,

φ∗10 = 1, ψ∗10 = 0, φ∗11 = 0, ψ∗11 = 1;

当1.4265 < t 6 2.8836时,

φ∗10 = 0, ψ∗10 = 0, φ∗11 = 1, ψ∗11 = 1;

当2.8836 < t 6 5.2031时,

φ∗10 = 0, ψ∗10 = 1, φ∗11 = 1, ψ∗11 = 0;

当5.2031 < t 6 10.6773时,

φ∗10 = 1, ψ∗10 = 1, φ∗11 = 0, ψ∗11 = 0.
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4.2 最最最优优优火火火力力力分分分配配配策策策略略略战战战术术术思思思想想想解解解释释释与与与结结结

论论论(Tactics explanation and conclusion of opti-
mization firepower-assignment strategies)
前面利用微分对策模型研究了编队火力分配问

题,得到一些有用的结论,可做如下的战术解释:
① 对有信息战系统协助作战的舰艇编队对抗过

程,交战双方的最优火力分配策略是存在的. 表明在
新的战斗环境下指导战斗的战术原则依然存在;
② 在有信息战系统协同作战的战场环境中,交

战双方仍需遵循“集中火力”这一基本战斗原则.
因此, 交战双方的最优策略就是在一个时间段内的
每个时刻集中其作战单位的全部力量攻击敌方价值

最大的作战单元或信息战系统.
通过上面的分析可见,由于编队作战具有完全的

对抗性, 从而利用微分对策模型研究信息战条件下
的编队火力分配问题不仅是可行的, 而且应该是一
种解决瞬时对抗冲突态势的比较有效的方法, 所得
到的理论结果可进一步论证、揭示了一些高技术条

件下新的军事思想与战术原则,为信息战提供理论
参考. 文中对信息战的一些问题描述及参数选定,比
如, 信息战系统性能描述、相对作战指数等做了一
些抽象与简化, 虽然有助于所建立的作战模型的求
解, 但可能在一定程度上降低了所描述问题的真实

性. 如何权衡模型易于求解与结果的真实性将是今
后需要进一步研究的工作.
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参数:
V min

ij : 在设备j上执行任务i的最小批量; V max
ij ; 在设

备j上执行任务i的设备最大容量; ST (s)max: 状态s的最大

存储容量; ρp
si: 任务i生产状态s的比例系数; ρc

si: 任务i消耗

状态s的比例系数, 为负数; αij : 设备j上任务i处理时间的

常数项; βij : 设备j上任务i处理时间与批量相关的比例系

数; U : 调度时间周期上限; price(s): 状态s的价格.
变量:

wv(i, j, n): 在事件点 n 是否在设备 j 上开始任务 i;

B(i, j, n): 在事件点n设备j上开始任务i的批量; d(s, n): 在

事件点n投放到市场的状态s的量d(s, n): 在事件点n投放到

市场的状态s的量; ST (s, n):事件点n状态s的量; Ts(i, j, n):

事件点n设备j上处理任务i的开始时间; Tf (i, j, n): 事件

点n设备j上开始处理任务i的结束时间.
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