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采采采样样样粒粒粒子子子群群群优优优化化化模模模型型型及及及其其其动动动力力力学学学行行行为为为分分分析析析

冯远静1, 俞 立1, 冯祖仁2
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摘要:本文提出一种变采样周期的粒子群优化模型,利用误差动力系统的李雅普诺夫函数分析优化行为的稳定
性. 通过粒子的轨迹分析,得出轨迹收敛的采样时间约束条件.算法收敛性理论分析结果表明该算法不能收敛到局
部最优. 针对多模态函数优化问题,提出一种基于量子群的变采样周期的粒子群优化模型. 实验分析了采样周期对
算法优化行为的影响.结果表明其相对于传统粒子群算法的优势. 最后对基于量子群的采样子群优化算法的多极
值寻优能力进行测试,结果表明其有效性.
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Sample particle swarm optimization and its dynamic behavior
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Abstract: A new sample particle swarm optimization model (SPSO) with variable sample time is proposed. The stability
of the optimization behavior is analyzed by applying Lyapunov function to the error dynamic system. The further analysis
of particle trajectory gives the bound of sample time. The convergence theory shows that SPSO is not a local optimizer.
For multimode function optimization, a quantum SPSO(Q-SPSO) is provided to deal with multiple local optima. The
experiment with different sample time investigates the influence on optimization behavior, demonstrating the advantages of
SPSO. The tests of Q-SPSO on multimode optimization function show the efficacy of the algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
粒子群优化算法[1]是模拟生物群体(鸟群等)行为

的一种优化算法, 通过粒子之间的合作与竞争产生
趋向于优值的集群行为,是群体智能研究领域中的
一个热点[2].

对于D维复杂搜索空间, 标准PSO算法的n(n >
2)个粒子的质点动力学表示为




vk+1
id =w · vk

id+c1 · ri1 · (pk
gd−xk

id)+
c2 · ri2 · (pk

id−xk
id),

xk+1
id =xk

id+vk+1
id , d= i,· · ·, D, i=1,· · ·, n,

(1)

式中: vid是粒子速度向量; xid是粒子的位置向

量; pid为个体位置最优值; pgd为群体位置最优值;

c1, c2为加速因子; w为惯性因子; ri1, ri2 ∈ [0, 1]为服
从统一分布的随机数.

尽管标准PSO已经在诸多领域得到成功的应

用[3,4], 但是还存在很多需要改进的地方[5]. 从

式(1)可以看出, PSO算法粒子的更新都是以一定

的时间间隔.从控制系统的角度看,它是一个离散系

统. 从生物系统的角度看, 生物群体的运动是连续

的. 也就是说,个体的运动不可能是以固定间隔时间

跳跃的,而是连续光滑的. 受这种事实的启发,连续

时间的粒子群算法可能会提高离散PSO算法的优化

性能.考虑到连续系统在实际应用中需要数字化(采

样),本文提出一种采样粒子群优化新模型.
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2 采采采样样样粒粒粒子子子群群群优优优化化化模模模型型型(Sample particle
swarm optimization, SPSO)

2.1 离离离散散散PSO算算算法法法描描描述述述(Description of discrete
PSO)
为了便于统一描述,传统PSO算法的描述如下:

考虑最小化优化问题

minf(y), y ∈ RD, (2)

其中: D是优化问题的维数, Ω ⊆ RD是优化问题的

可行域, f : Ω → R是需要最小化的目标函数值.设
群体规模为n,不失一般性, PSO算法可以重新写为



vk+1
id = α.vk

id + β(pk
id − xk

id) + γ(pk
gd − xk

id),

xk+1
id = xk

id + vk+1
id , d = i, · · · , D, i = 1, · · · , n,

pk+1
id =

1
2
[xk+1

id + pk
id] +

1
2
[xk+1

id − pk
id] · ζ,

pk
gd = pk

jd, j = arg min
0<i6n

{f(pk
id)},

(3)
其中:

ζ = sgn(f(pk
id)− f(xk+1

id )),

sgn(x) =

{
1, x > 0,

−1, x < 0.

2.2 SPSO模模模型型型的的的建建建立立立(Construction of SPSO)
要建立采样粒子群优化模型, 首先将式(3)前两

方程扩展为如下的群体动力系统



vid((k + 1)T ) = αvid(kT ) +
1

Mi

ui(kT )T,

xid((k + 1)T ) = xid(kT ) + vid(kT )T,
(4)

其中: xid为个体位置, vid为个体速度, T为采样时

间, Mi为个体质量, ui为个体控制输入, ui(kT ) =
Miβ(pkT

id − xkT
id ) + γ(pkT

gd − xkT
id ).

为书写方便,在下文,令“kT”为t ∈ R+.

由上面分析知, 系统的状态变量除了xi, vi外,
pid 起优解“记忆”的作用. 在离散PSO算法中, 由
式(3)第3个方程可以看出pid的变化是通过两个离散

状态实现的. 这里通过如下方式近似pid 的连续变

化.

pid(t+1) = pid(t)+T ·a·(xi(t)−pid(t))(1+δ), (5)

其中: a > 0为常数, δ = sgn(f(pt
id)− f(xt

id)).

在式(5)中,考虑如下情况:

1) 当f(pid(t)) − f(xi(t)) > 0 时, δ = 1, 此
时, pid(t + 1) = pid(t) + 2Ta(xi(t) − pid(t)). 即
当前点目标函数值小于个体最优值时, 个体最优
值往当前点移动. 特殊情况, 当 T = 1, a = 0.5 时,
pid(t + 1) = xi(t).

2) 当f(pid(t))− f(xi(t)) < 0时, δ = −1,此时,
pid(t + 1) = pid(t). 即当前点目标函数值大于个体
最优值时, 个体最优值保持不变. pgd仅仅影响系统

的平衡点,可以看作系统的设定点.

这样就将由式(3)描述的标准PSO算法拓展为
式(4)和(5)描述的采样PSO算法.

2.3 误误误差差差动动动力力力学学学系系系统统统和和和控控控制制制输输输入入入(Error dynamic
system and control input)
为了分析算法的稳定性, 需要分析个体对群

体最优值pgd的聚集性能ei
p(t)、个体的速度趋同性

能ei
v(t) 和个体优值对pgd的聚集性能ei

d(t), 考虑如
下误差系统: 




ei
p(t) = xi(t)− pgd(t),

ei
v(t) = vi(t)− vgd(t),

ei
d(t) = pid(t)− pgd(t).

(6)

假假假设设设 1 在采样时间T内, 群体最优解pgd保持

不变或者变化极小,即vgd(t) = pgd(t+1)−pgd(t) ∼=
0.

在假设1下,系统的误差动力学可以表示为



ei
p(t + 1) = ei

p(t) + Tei
v(t),

ei
v(t+1)=αei

v(t)+βTei
d(t)−(γ+β)Tei

p(t),

ei
d(t + 1) = ϕTei

p(t) + (1− ϕT ) ei
d(t),

(7)
其中ϕ = a(1 + δ).

将式(7)写成矩阵形式




ei
p

ei
d

ei
v




t+1

=

A︷ ︸︸ ︷


1 0 T

ϕT 1− ϕT 0
−βT − γT βT α







ei
p

ei
d

ei
v




t

, (8)

定义Ei = [ei
p, e

i
d, e

i
v]

T, 则第i个粒子的误差动力学

可以描述为

Ei(t + 1) = AEi(t). (9)

3 SPSO模模模型型型稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stable analysis of
SPSO)

3.1 SPSO误误误差差差系系系统统统稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stable analysis of
the error dynamic system)
在本节中,通过李雅普诺夫函数分析粒子群算法

的稳定性,得出算法稳定的条件.首先给出系统稳定
的假设条件.

假假假设设设 2 令ei
l = ei

p − ei
d,假设

ėi
p(t) =

dei
p(t)
dt

≈ ei
p(t + 1)− ei

p(t)
T

,
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ėi
v(t) =

dei
v(t)
dt

≈ ei
v(t + 1)− ei

v(t)
T

,

ėi
l(t) =

dei
l(t)
dt

≈ ei
l(t + 1)− ei

l(t)
T

.

定定定理理理 1 考虑误差系统(9),如果满足假设1和假
设2,系统在α < 1, β, γ > 0下一致稳定.

证证证 为了研究误差系统的稳定性,构造每个个体
的李雅普诺夫函数为

Vi(t) =
1
2
(γei

p

T
(t)ei

p(t)+ei
v

T
(t)ei

v(t)+βei
l

T
(t)ei

l(t)), (10)

则:

V̇i(t)=γei
p

T
(t)ėi

p(t)+ei
v

T
(t)ėi

v(t)+βei
l

T
(t)ėi

l(t).
(11)

由V (t) =
n∑
i

Vi(t)及假设2得

V̇ (t) =
n∑

i=1

V̇i(t) =

1
T

n∑
i=1

(γei
p

T
(t)(ei

p(t + 1)−ei
p(t))+βei

l

T
(t)(ei

l(t+

1)− ei
l(t)) + ei

v

T
(t)(ei

v(t + 1)− ei
v(t))) =

1
T

n∑
i=1

((α−1)ei
v

T
(t)ei

v(t)−ϕiβTei
l

T
(t)ei

l(t)), (12)

在上式中, ϕi的取值为“0”或“2a”. 因此,当α <

1时, V̇ (t) < 0,即定理得证. 证毕.

从定理1可以看出,算法稳定的一个重要条件是
系统采样时间要满足假设1和假设2. 从假设1和假
设2中只能知道采样时间要足够小,但是不能确定具
体的范围.下面将进一步分析粒子轨迹收敛的采样
时间的约束条件.

3.2 粒粒粒子子子轨轨轨迹迹迹收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis
of particle locus)
由式(4)(5)得:

xi(t + 1) = a1xi(t) + a2xi(t− 1) + a3, (13)

式中:

a1 = 1 + α,

a2 = −(α + βT 2 + γT 2),

a3 = βT 2pi(t− 1) + γT 2pg(t− 1).

式(13)的齐次矩阵形式为




xi(t + 1)
xi(t)

1


 =

B︷ ︸︸ ︷


a1 a2 a3

1 0 0
0 0 1







xi(t)
xi(t− 1)

1


 , (14)

系数矩阵的特征多项式为

(1−λ)
(
(α+βT 2+γT 2)−λ(1+α)+λ2

)
=0, (15)

该特征多项式的3个特征值分别为

λ1 = 1,

λ2,3 =
(1+α)±

√
(1+α)2−4(α+βT 2+γT 2)

2
.

定定定理理理 2 采样粒子优化模型的粒子轨迹收敛的

采样时间满足条件

0 < T <

√
1− α

β + γ
. (16)

证证证 由式(14)所示, 系统收敛的条件是系数
矩阵|B| < 1 , 即其特征值max{‖λ2,3‖} < 1.

由‖λ2,3‖ < 1整理得0 < T <

√
1− α

β + γ
. 证毕.

定理1和定理2保证了算法的稳定性和粒子轨迹
的收敛性. 但是并不能说明算法能收敛到局部最优
或全局最优. 下面将进一步分析算法的收敛性及其
改进策略.

4 SPSO收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence of SPSO)
4.1 随随随机机机搜搜搜索索索算算算法法法的的的收收收敛敛敛性性性条条条件件件(Convergence

conditions of stochastic optimization)
Solis和Wets[6]研究了随机优化算法的随机逼近

问题,给出了随机优化算法是局部最优还是全局优
化的条件.本文利用其结果研究采样粒子群算法的
收敛性特性. 为方便起见,先给出随机优化算法局部
收敛和全局收敛的相关定义与引理如下[6]:

定定定义义义 1 给定函数f : Rn → R, S ⊂ Rn,
点z ∈ S使f最小,可以定义为inf

z∈S
f .

条条条件件件 1 f(G(z, ξ)) 6 f(z), 且if ξ ∈ S, then
f(G(z, ξ)) 6 f(ξ),其中G是产生问题解的函数.

上述条件意味着随机优化算法新产生的解不差

于当前解.

定定定义义义 2 令ψ = inf(t : v[z ∈ S|f(z) < t] > 0),
其中v[A] 是集合A的Lebesgue测度. 最优区域Rε可

以定义为Rε = {z ∈ S|f(z) < ψ + ε},其中ε > 0.

条条条件件件 2 给定任意z0 ∈ S, 存在常数θ > 0
和0 < µ 6 1,对于任意k,使得:

ηk [ (dist(G(z, ξ), Rε) < dist(z, Rε)− θ) ,

或者 (G(z, ξ) ∈ Rε)] > µ, (17)

其中z包含于紧集L0 = {z ∈ S|f(z) 6 f(z0)},
dist(z, A) = inf

b∈A
dist(z, b)表示点z到集合A的距离.
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条条条件件件 3 对于S的子集A,满足v[A] > 0,有
∞∏

k=1

(1− ηk[A]) = 0, (18)

其中ηk[A]表示A被产生的概率为ηk.

条件2和条件3分别给出了算法局部最优和全局

最优的条件,于是有如下引理[6]:

引引引理理理 1 假设f是可测函数, S是Rn上的可测子

集, 且满足条件1和条件2. 令{zk}+∞
k=0为算法产生的

解序列. 则

lim
k→∞

P [zk ∈ Rε] = 1, (19)

其中P [zk ∈ Rε]是zk属于局部最优区域Rε的概率.

引引引理理理 2 假设f是可测函数, S是Rn上的可测子

集, 且满足条件1和条件3. 令{zk}+∞
k=0为算法产生的

解序列. 则

lim
k→∞

P [zk ∈ Rε] = 1, (20)

其中P [zk ∈ Rε]是zk 属于全局最优区域Rε的概率.

4.2 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis)

由式(13),可以将xt+1
i 写为:

xt+1
i = g(xt

i, x
t−1
i ) =

g1(xt
i, x

t−1
i ) + g2(xt−1

i ) + g3(xt−1
i ), (21)

其中:

g1(xt
i, x

t−1
i ) = (1 + α)xt

i − αxt−1
i ,

g2(xt−1
i ) = βT 2(pt−1

g − xt−1
i ),

g3(xt−1
i ) = γT 2(pt−1

i − xt−1
i ).

引引引理理理 3 对于SPSO算法, α < 1, β, γ > 0,

则存在值1 6 N < ∞使得‖g2(xi(t− 1))‖ < ε,

‖g3(xi(t− 1))‖ < ε, ∀t > N, ε > 0.

证证证 由定理1得证.

证毕.

定定定理理理 3 SPSO算法不满足条件2, 无法保证收

敛到局部极值.

证证证 对于SPSO,从式(4)和(5)可以看出,条件1中

的函数D可以定义为

G(pt
gd, x

t
i) =

{
pt

gd, f(xt+1
i ) > f(pt

gd),
xt+1

i , f(xt+1
i ) < f(pt

gd) .
(22)

显然,式(21)满足条件1. 由β = c1.r1, γ = c2.r2,

且r1, r2 ∈ [0, 1]为服从统一分布的随机数, 可以

知道0 6 β 6 c1,0 6 γ 6 c2. 从式(21)可以看

出, xt+1
i 的搜索域的变化决定于g2和g3. 而g2和g3是

与βT 2和γT 2参数有关的超立方体.由引理3,当xt
i =

pt
i = pt

g时, xt+1
i 的搜索域趋向于零. 也就是说,在找

到最优解前,从最优区域附近产生解的概率趋近于

零. 这明显不符合条件2. 因此无法保证算法收敛到

局部极值.

证毕.

4.3 量量量子子子群群群SPSO算算算法法法(Q-SPSO)(Quanta SPSO al-

gorithm)

由上面分析可以看出,当xi = pi = pg时,算法的

速度更新仅仅依赖于αvi,j(t). 因为α < 1, 当vi,j(t)

接近0的时候,粒子将靠近不是局部极值点的pt
g而停

止运动.这也是算法不能收敛到局部极值点的原因.

为了解决算法的这种问题, BerghF[5]提出了通过改

变最优粒子位置更新方式为:

xt+1
τ,j = pt

g,j + αvt
τ,j + ρ(t)(1− 2r3(t)), (23)

其中: ρ(t) > 0为时变常数, r3(t) ∈ [0, 1]为随机

数. 并证明了该更新方式的SPSO算法(Local SPSO,

LSPSO)满足条件1和条件2,是局部最优算法而不是

全局最优算法,参见文献[5]. 为了使SPSO算法具有

全局寻优能力, 最简单的办法就是使其满足条件3.

可以通过为群体增加随机粒子来实现. 文献[5]提出

了一种Multi-start PSO算法, 迭代若干次后, 保留粒

子群的历史最优位置,粒子全部重新初始化,以扩大

搜索空间,保证收敛到全局最优. 但是这种方式完全

改变了粒子之间的结构关系,使收敛速度降低. 本文

将根据粒子特性的不同进行分群,对不同特性的粒

子采用不同的位置更新策略,使算法既具有多极值

寻优能力,又能保证算法较快的收敛. 首先给出关于

量子群模型的定义.

定定定义义义 3 量子群模型[7], 粒子群由“中性粒

子”和“量子粒子”组成. 粒子s到中心粒子p的

距离d(s, p) 6 R1 的粒子为量子粒子;粒子s到中心

粒子p的距离R1 < d(s, p) 6 R2的粒子为中性粒子.

基于上述定义,首先将群体分成多个量子群. 量

子群的划分根据如下方式: 在每一次迭代过程中,对

每个个体的适应度从好到差进行排序存储在Ls. 根

据适应度和位置关系将粒子分群, 算法如图1所示.

对于不同的粒子采用不同的更新策略,算法如图2所

示. 由于增加了随机粒子,采样空间扩大到整个搜索

空间,算法满足条件3[7].
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1) 开始

2) S = Φ,i = 0

3) While Ls没有划分完毕do

1◦ 在Ls选择最优个体作为中心粒子p,i = i + 1

2◦ Ls ← Ls\p,S ← S
S

p, Qi1 ← {p}
3◦ for s ∈ Ls

4◦ If d(p, s) 6 r then

5◦ Ls ← Ls\s,Qi1 ← Qi1
S

s//量子粒子

6◦ Else if d(p, s) 6 R

7◦ Ls ← Ls\s,Qi2 ← Qi2
S

s//中性粒子

4) 结束.

图 1 粒子分群算法

Fig. 1 Particles partition algorithm

1) 初始化个体位置

2) Repeat

1◦ 评价个体的适应度函数并进行排序;

2◦ 根据图1所示算法将群体分为多个量子群;

3◦ 对于中性粒子,其更新策略根据式(23);

4◦ 对于量子粒子,围绕本身的中心粒子作为pg按式(4)

进行更新;并每隔迭代次数tnum,保留种子粒子,

其它粒子随机更新;

3) 直到算法终止准则满足.

图 2 量子群SPSO算法

Fig. 2 Quanta SPSO algorithm

5 实实实验验验分分分析析析(Experiments analysis)
为了验证本文算法,分别选择单模态、多模态函

数进行测试, 测试函数见附录. 本文使用MATLAB
实现了上述算法. 每个算例均随机运行20次, 然
后平均统计各项优化性能指标: 目标函数评价次
数(evals)、平均CPU时间(time)、平均误差(err)以及
优化成功率(%). 其中, 在给定的迭代次数内(文
中num =10000), 若搜索最终解与问题最优解之
间的关系满足式(24),则认为算法测试成功.

|f∗ − fα| < ε1f
∗ + ε2, (24)

其中: f∗是目标函数的全局最优解; fα是算法搜索

解; ε1和ε2是给定参数(文中ε1 = ε2 = 10−4).

首先利用单模态函数DeJong(n =4)来分析算法
的稳定性和收敛性. 根据定理1和定理2的条件,选取
多组参数进行测试.图3为在n =20, α =0.4, c1 =2,
c2 =2情况下,不同采用时间的系统轨迹图. 从图3可
以看出当T = 1.4粒子轨迹发散.同时, 采样时间越
小,系统收敛速度越慢,同时易陷入“早熟”. 采用
时间越大,系统稳定越慢,但粒子探索能力较强. 随
后,对LSPSO在α =0.4, c1 =2, c2 =2参数下,不同采
用周期的稳定和收敛性能进行分析.图4为LSPSO算
法不同采样周期的系统粒子轨迹. 实验结果表明,
LSPSO在不同的采样周期下, 都能收敛到局部最优

值.表1为SPSO、LSPSO和PSO在不同参数下的优化
性能比较. 从表1可以看出,采样周期粒子群算法(尤
其是LSPSO)相对于传统粒子群算法具有更大的参
数稳定性.

(a) t = 0.4

(b) t = 0.8

(c) t = 1.4

图 3 采样时间对系统稳定性的影响

Fig. 3 The influence of sample time on system stabilization
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(a) t = 0.4

(b) t = 0.8

(c) t = 1.4

图 4 不同采样时间的系统轨迹

Fig. 4 The system trajectory with difference sample time

最后, 利用多模态函数f1测试Q-SPSO的多极值
寻优能力. 图5为测试函数的曲面图, 采用参数n =
50, α = 0.4, c1 = 2, c2 = 2, R1 = 0.2, R2 = 2.
图6为函数优化过程中的粒子运行轨迹, 从图6中可
以看出,粒子能找到所有的局部极值点(实验的多次
运行结果一致).

表 1 收敛性能比较

Table 1 Comparison of convergence performance

参数 SPSO LSPSO PSO
系数 T % Evals % Evals % Evals

α=0.4 0.2 89 25 100 66
c1=2 0.8 98 33 100 63 96 31
c2=2 1.4 56 600 100 225

α=0.6 0.2 94 34 100 56
c1=1 0.8 96 43 100 62 23 600
c2=1 1.4 53 215 100 88

图 5 函数3维曲面

Fig. 5 3-D surface of the optimization function

图 6 优化过程粒子轨迹

Fig. 6 Particle trajectory in optimization process

6 结结结论论论与与与展展展望望望(Conclusion and prospect)
本文提出一种变采样周期的粒子群优化模型,显

然, 传统的粒子群算法可以看作该模型的一种采样
周期形式. 分析结果表明变采样周期粒子群优化算
法主要有两点好处,一是增强算法的参数适应性,二
是可以通过采样周期的改变而改变算法的搜索能

力. 本文理论分析了算法的收敛特性,并给出了改进
策略.最后通过实验验证了算法的有效性. 论文从动
力系统的角度分析算法的稳定性, 将目标函数优值
点对粒子的吸引看作系统的控制输入. 因此可以从
控制输入控制粒子的集群运动,从而引导算法的寻
优. 作者认为,将来可以从两方面改善算法的优化性
能:第一,通过结合采用周期结合粒子之间的一个吸
引–排斥函数防止算法早熟;第二, 将目标函数作为
一种场景环境加入到控制输入更好起到启发作用.
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附附附录录录 测测测试试试函函函数数数(Appendix Test functions)

I) DeJong(n):

f(~x) =
nP

i=1
x2

i .

II) f1

f1(x1, x2) =

5e−0.1(x1−10)2+(x2−20)2 −
2e−0.08(x1−20)2+(x2−15)2 − 2e−0.5(x1−5)2+(x2−10)2 +

2e−0.5(x1−25)2+(x2−16)2 + 2e−0.1(x1−10)2+(x2−10)2 −
4e−0.1(x1−15)2+(x2−5)2 − 2e−0.5(x1−8)2+(x2−25)2 −
2e−0.5(x1−21)2+(x2−25)2 + 2e−0.5(x1−5)2+(x2−14)2 +

3e−0.08(x1−25)2+(x2−10)2 .
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