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摘要:研究一类带有部分线性系统的多输入级联非线性切换系统的全局镇定问题.首先,给出保证线性部分有一
致规范型的充分条件.其次,利用一致规范型及其零动态的共同二次Lyapunov函数设计状态反馈使得线性部分在任
意切换律下镇定. 最后,通过构造共同Lyapunov函数能实现闭环系统在任意切换律下的全局渐近稳定性.
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Abstract: We consider the global stabilization of a class of multi-input cascade switched nonlinear systems with a
linear switched part. A set of sufficient conditions for existing a uniform canonical form is given to the linear system. To
the canonical form and the memoryless nonlinearity, we apply the quadratic Lyapunov function to design a state feedback
for stabilizing the linear parts under arbitrary switching laws. Globally asymptotic stability of closed-loop system under
arbitrary switching laws can be achieved by properly constructing the common Lyapunov functions.
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1 引引引言言言(Introduction)
切换系统是一类重要的混杂系统, 它由多个

子系统及作用在其中的切换法则构成. 稳定性分
析是目前切换系统研究中的一个热点, 主要集中
于Lyapunov稳定性判据. 文献[1]给出切换系统在任
意切换律下渐近稳定的充要条件是所有子系统存

在共同Lyapunov函数. 一些保证共同Lyapunov函数
存在的条件和构造共同Lyapunov函数的方法已获
得[1∼5]. 文献[2,3]利用线性化子系统和Lyapunov间
接法研究了非线性切换系统的局部渐近稳定性. 文
献[4]利用可交换的向量场证明了非线性切换系统
的全局渐近稳定性. 文献[5]研究了一类上三角形结
构的非线性切换系统的全局一致渐近稳定性.

对于非切换连续系统而言, 文献[6]在非峰值
(non-peaking)假设、输入–状态稳定性(ISS)假设和线
性增长条件下得到了这类系统的全局稳定性. 文

献[7,8]利用带切换增益的线性反馈和不变控制的方
法给出了这类系统全局镇定的一些结果.
本文研究一类多输入级联非线性切换系统的全

局镇定问题.将文献[6]中关于连续系统的方法推广
到此类非线性切换系统.首先,将线性切换子系统变
换成一致规范型,其次,利用一致规范型的共同结构
设计状态反馈来镇定线性部分,最后,通过构造复合
共同Lyapunov函数来实现非线性切换系统在任意切
换律下的全局渐近稳定性.

全文用‖ · ‖表示向量欧几里得范数, ‖ · ‖2 表示

由‖ · ‖诱导的矩阵范数. 符号diag{e1, · · · , ep}表示
以ej, j = 1, · · · , p,及O子块为元素的分块矩阵




e1

. . .

ep


 .
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2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
考虑如下多输入级联非线性切换系统:

ż = fi(z) + ψi(z, ξ), (1)

ξ̇ = Aiξ + Biui, (2)

其中:

Bi = (bi1, bi2, · · · , bip),

ui = (ui1, ui2, · · · , uip)T,

z ∈ Rn−m, ξ ∈ Rm,

uij ∈ R, j = 1, 2, · · · , p,

ui ∈ Rp, Ai ∈ Rm×m, Bi ∈ Rm×p,

bij ∈ Rm, j = 1, 2, · · · , p,

fi(z), ψi(z, ξ)都是光滑的向量场且fi(0) = 0,

ψi(0, 0) = 0, i = 1, 2, · · · , l.

首先对如下多输入多输出线性切换系统引入一

致规范型的概念:



ξ̇ = Aiξ + Biui,

y = Cξ,

i = 1, 2, · · · , l,

(3)

其中: C = (CT
1 , CT

2 · · · , CT
p )T, y ∈ Rp, Cj ∈

R1×m, j = 1, 2, · · · , p, C ∈ Rp×m.

定定定义义义 1 如果存在整数rj > 1, j = 1, 2, · · · , p,

满足r =
p∑

j=1

rj < n, 且存在非奇异线性变换X =

Tξ将系统(3)变换成如下系统:



ẋj
k = xj

k+1, k = 1, 2, · · · , rj − 1,

ẋj
rj

= Qj
i1X1 + Qj

i2X2 + Kj
i ui,

Ẋ2 = Pi1X1 + Pi2X2 + Diui,

yj = xj
1,

j = 1, 2, · · · , p, i = 1, 2, · · · , l,

(4)

其中:

Xrj
= (xj

1, x
j
2, · · · , xj

rj
)T, j = 1, 2, · · · , p,

X1 = (XT
r1

, XT
r2

, · · · , XT
rp

)T,

X2 = (xr+1, · · · , xm)T, X = (XT
1 , XT

2 )T,

Kj
i = (kj

i1, k
j
i2, · · · , kj

ip), k
j
i1, k

j
i2, · · · , kj

ip 6= 0,

Qj
i1 ∈ R1×r, Qj

i2 ∈ R1×(m−r), j = 1, 2, · · · , p,

Pi1 ∈ R(m−r)×r, Pi2 ∈ R(m−r)×(m−r),

Di ∈ R(m−r)×p, i = 1, 2, · · · , l,

那么称(4)是(3)的一致规范型.

下述定理给出了一致规范型存在的充分条件.

定定定理理理 1 设rj > 2, j = 1, 2, · · · , p, 如果系
统(3)满足以下条件:

a)

bi1, bi2, · · · , bip, (Ai −Aj)ξ ∈
(span{C1, C1A1,· · ·, C1A

r1−2
1 , C2, C2A1,· · ·,

C2A
r2−2
1 , · · · , Cp, CpA1, · · · , CpA

rp−2
1 })⊥,

∀ξ ∈ Rm, i, j = 1, 2, · · · , l, i 6= j;

b) CsA
rs−1
1 bij 6= 0, s, j = 1, 2, · · · , p,且矩阵



C1A
r1−1
1 bi1 C1A

r1−1
1 bi2 · · · C1A

r1−1
1 bip

C2A
r2−1
1 bi1 C2A

r2−1
1 bi2 · · · C2A

r2−1
1 bip

...
...

...
...

CpA
rp−1
1 bi1 CpA

rp−1
1 bi2 · · · CpA

rp−1
1 bip




,

i = 1, 2, · · · , l,

是非奇异的;那么(3)有一致规范型(4).

证证证 由条件a)和b)得

CsA
k
i = CsA

k
1 , 0 6 k 6 rs − 1,

CsA
k
i bij = CsA

k
1bij = 0, 0 6 k 6 rs − 2,

CsA
rs−1
i bij = CsA

rs−1
1 bij 6= 0,

s, j = 1, 2, · · · , p, i = 1, 2, · · · , l.

对于系统(3)的第i个子系统,令

fi(ξ) = Aiξ, gij(ξ) = bij,

hs(ξ) = Csξ, s, j = 1, 2, · · · , p,

则

Lgij
Lk

fi
hs(ξ) = CsA

k
i bij = 0, 0 6 k 6 rs − 2,

且Lgij
Lrs−1

fi
hs(ξ) = CsA

rs−1
i bij 6= 0, 由相对阶的

定义知, 第i个子系统的相对阶为{r1, r2, · · · , rp},
相对阶之和为r =

p∑
j=1

rj, i = 1, 2, · · · , l. 因此,

系统(3)的所有子系统关于同一输出y = Cξ都有

相对阶{r1, r2, · · · , rp}. 再则根据数学归纳法易证
明行向量组C1, C1A1, · · · , C1A

r1−1
1 , · · · , Cp, CpA1,

· · · , CpA
rp−1
1 线性无关.

于是取坐标变换X = Tξ, 其中T = [CT
1 ,

(C1A1)T, · · · , (C1A
r1−1
1 )T, · · · , CT

p , (CpA1)T, · · · ,

(CpA
rp−1
1 )T, βT

r+1, · · · , βT
m]T, 且选取行向量βr+1,

· · · , βm使得矩阵T非奇异, 通过简单计算, (3)可变
换成一致规范型(4).

定定定义义义 2 称系统

Ẋ2 = QiX2, i = 1, 2, · · · , l (5)

为系统(4)的零动态,其中:
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Qi = Pi2 −DiK
−1
i Qi2,

Qi2 =
(
(Q1

i2)
T, (Q2

i2)
T, · · · , (Qp

i2)
T
)T

,

Ki = [kj
is]p×p = [CjA

rj−1
1 bis]p×p,

i = 1, 2, · · · , l,

kj
is为矩阵Ki中位于第j行第s列的元素.

显然,零动态(5)也是一线性切换系统,而且在一
定条件下, 零动态在任意切换律下的稳定性能保证
切换系统在任意切换律下的稳定性.

3 主主主要要要结结结果果果(Main result)
本节首先利用一致规范型及其零动态的共同

二次Lyapunov函数设计状态反馈控制律来镇定系
统(4), 从而使系统(3)在任意切换律下镇定. 其次在
此基础上给出非线性切换系统(1)和(2)在任意切换
律下全局渐近稳定的充分条件.

定定定理理理 2 如果系统(3)有一致规范型(4),且存在
正定对称矩阵P̄ ∈R(m−r)×(m−r),使得P̄Qi+QT

i P̄ 6
−I, i = 1, 2,· · ·, l, 其中Qi由式(5)给出, 那么存在控
制律ui = ui(ξ), i = 1, 2, · · · , l,使得与系统(3)相应
的闭环系统在任意切换律下是二次稳定的.

证证证 取系统(4)的控制律为

ui =−K−1
i [(Qi1 + E)X1 + Qi2X2],

i = 1, 2, · · · , l, (6)

其中:

Qi1 =
(
(Q1

i1)
T, (Q2

i1)
T, · · · , (Qp

i1)
T
)T

,

E = diag{e1, e2, · · · , ep},
ej = (ej

1, e
j
2, · · · , ej

rj
), j = 1, 2, · · · , p,

系数ej
1, e

j
2, · · · , ej

rj
, j = 1, 2, · · · , p都是正数且使得

矩阵

Āj =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1
−ej

1 − ej
2 − ej

3 · · · − ej
rj



, j =1, 2,· · ·, p

是Hurtiwz矩阵,于是存在正定对称矩阵Pj满足PjĀj

+ Āj
T
Pj 6 −I, j = 1, 2, · · · , p,那么闭环系统(4)和

(6)为 



Ẋrj
= ĀjXrj

,

Ẋ2 =
p∑

j=1

MijXrj
+ QiX2,

yj = xj
1,

j = 1, 2, · · · , p, i = 1, 2, · · · , l,

(7)

其中:

(Mi1Mi2 · · ·Mip) = Pi1 −DiK
−1
i (Qi1 + E),

Mij ∈ R(m−r)×rj , j = 1, 2, · · · , p, i = 1, 2, · · · , l.

取V (X) =
p∑

j=1

k̂jX
T
rj

PjXrj
+ V̄ (X2),其中V̄ (X2) =

XT
2 P̄X2, k̂j > 0, j = 1, 2, · · · , p待定,显然, V̄ (X2)
是零动态(5)的共同二次Lyapunov函数.

V (X)沿闭环系统(7)的轨迹对时间t的导数为

V̇ (X) =
p∑

j=1

k̂jX
T
rj

(
PiĀj + Āj

T
Pi

)
Xrj

+

LQiX2 V̄ +
p∑

j=1

LMijXrj
V̄ 6

−
p∑

j=1

k̂jX
T
rj

Xrj
−XT

2 X2 +
p∑

j=1

LMijXrj
V̄ ,

易知存在常数l0 > 0, lij > 0, j = 1, 2, · · · , p, i =
1, 2, · · · , l,满足

‖MijXrj
‖ 6 lij‖Xrj

‖, ‖ ∂V̄

∂X2

‖ 6 l0‖X2‖.

令l̂j = max{lijl0, i = 1, 2, · · · , l}, j = 1, 2, · · · , p,
则

V̇ (X) 6 −
p∑

j=1

k̂j‖Xrj
‖2−‖X2‖2+

p∑
j=1

l̂j‖Xrj
‖‖X2‖,

对于上式最后一项,令θj =
√

2pl̂j, j = 1, 2, · · · , p,
根据文献[9]中引理1得

l̂j‖Xrj
‖‖X2‖ 6 pl̂j

2‖Xrj
‖2 +

‖X2‖2

4p
.

选取k̂j > pl̂j
2
, j = 1, 2, · · · , p,则

V̇ (X) 6−
p∑

j=1

(k̂j − pl̂j
2
)‖Xrj

‖2 − 3
4
‖X2‖2 6

−K0(
p∑

j=1

‖Xrj
‖2 + ‖X2‖2),

其中

K0 =min{k̂1−pl̂1
2
, k̂2−pl̂2

2
,· · ·, k̂p−pl̂p

2
,
3
4
}>0,

所以, V (X)是闭环系统(7)的共同二次Lyapunov函
数. 因此控制律(6)能镇定系统(4). 易得在原坐标ξ

下,控制律(6)为以下形式:

ui = ui(ξ) = K−1
i ([−Qi1 −Qi2]Tξ − F ),

i = 1, 2, · · · , l, (8)

其中

F = (
r1∑

k=1

e1
kC1A

k−1
1 ξ, · · · ,

rp∑
k=1

ep
kCpA

k−1
1 ξ)T.

由于非奇异坐标变换不改变系统的稳定性, 因此,
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控制律(8)在任意切换律下能二次镇定系统(3).

定定定理理理 3 如果非线性切换系统(1)和(2)满足以
下条件:

a) 存在矩阵C ∈ Rp×m使得线性切换系统(2)关
于输出y = Cξ有一致规范型(4),且存在正定对称矩
阵P̄ ∈ R(m−r)×(m−r), 满足P̄Qi + QT

i P̄ 6 −I, i =
1, 2, · · · , l,其中Qi由式(5)给出;

b) ψi(z, ξ)关于ξ满足全局Lipschitz条件,即存在
常数L > 0,使得

‖ψi(z, ξ1)− ψi(z, ξ2)‖ 6 L‖ξ1 − ξ2‖,
∀z ∈ Rn−m,∀ξ1, ξ2 ∈ Rm, i = 1, 2, · · · , l;

c) 存在正定径向无界光滑函数W0(z)满足Lfi(z)

W0(z) < 0,∀z 6= 0, i = 1, 2, · · · , l, 并存在正常
数α, β,使得

‖∂W0

∂z
‖ 6 α‖z‖, ∂W0

∂z
ψi(z, 0) 6 −β‖z‖2,

i = 1, 2, · · · , l;

那么(1)和(2)在任意切换律下是全局渐近稳定的.

证证证 条件a)保证了定理2成立, 于是选取控制律
为式(8),令

U(ξ) = V (Tξ) = ξT(TTP̂ T )ξ,

i = 1, 2, · · · , l, (9)

其中P̂ = diag{k̂1P1, · · · , k̂pPp, P̄}.

由于P̂是对称正定矩阵,且T非奇异,则TTP̂ T也

是对称正定矩阵. U(ξ)沿闭环系统(2)和(8)的轨迹对
时间t的导数为

U̇(ξ) 6 −K0

‖ξ‖2

‖T−1‖2
2

. (10)

令θ =
√

2αL

3K0

, β =
α2L2

2K0

,取复合Lyapunov函数

W (z, ξ) = ‖T−1‖2
2U(ξ) + W0(z),

则W (z, ξ)沿闭环系统(1) (2)和(8)的轨迹对时间t的

导数为

Ẇ (z, ξ) 6 ∂W0

∂z
fi(z)−K0‖ξ‖2 +

∂W0

∂z
ψi(z, 0) +

∂W0

∂z
(ψi(z, ξ)− ψi(z, 0)) 6

∂W0

∂z
fi(z)−K0‖ξ‖2 − β‖z‖2 +

αL(
θ2

2
‖z‖2 +

1
2θ2

‖ξ‖2) 6
∂W0

∂z
fi(z)− (K0 − αL

2θ2
)‖ξ‖2 −

(β − αLθ2

2
)‖z‖2 < 0,∀(zT, ξT)T 6= 0.

因此, W (z, ξ)是(1) (2)和(8)的正定径向无界共
同Lyapunov函数, 从而闭环系统(1) (2)和(8)在任意
切换律下是全局渐近稳定的.

4 结结结论论论(Conclusion)
本文通过设计线性子系统的状态反馈解决了一

类多输入级联非线性切换系统在任意切换律下的全

局镇定问题.文中将文献[6]中关于连续系统的方法
推广到具有一般性的多输入多输出切换系统中. 在
线性部分是最小相位且有一致规范型的条件下, 利
用其状态的增益线性反馈使得非线性切换系统在任

意切换律下是全局渐近稳定的. 值得注意的是由于
非线性交叉项的影响,一致规范型及其零动态在任
意切换律下的稳定性不足以保证整个非线性切换系

统在任意切换律下的稳定性. 因此,文中对非线性部
分进行了适当的技巧处理, 得到了整个非线性切换
系统全局渐近稳定的新的充分条件.
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