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多多多采采采样样样率率率系系系统统统的的的辨辨辨识识识问问问题题题综综综述述述

倪博溢, 萧德云
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摘要:在多率采样系统中,采样间隔不均匀. 本文综述了文献中有关多率采样系统的数学模型,如线性周期时变
模型、频域模型和连续状态空间模型等. 同时对相应的辨识方法,如提升、频域方法、子空间辨识方法等,也进行了
全面的综述. 对多率采样系统辨识中存在的一些问题,包括辨识模型的选择、一致性问题、带约束条件的辨识方法
和辨识收敛性等,也作了深入的讨论.
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A survey on identification of multirate sampled systems
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Abstract: In multirate sampled systems, sampling periods are not uniform. This article briefly reviews the existing
mathematical models of multirate sampled systems including the linear periodic time-varying model, the frequency domain
model, and the continuous time state space model. The corresponding identification methods, such as lifting method, fre-
quency domain method and subspace method, are also discussed. Model selection, consistency, constrained identification,
convergence and other problems in the identification of multirate sampled system are deeply discussed.
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1 引引引言言言(Introduction)
采样系统是离散化实际系统的连续信号而得到

的. 由于受到客观物理因素的限制,系统的多个输入
输出量不能工作在相同的采样(保持)频率下, 而在
同一个系统中产生了多个采样频率,形成了多采样
率系统(multirate sampled systems或多率系统).多率
系统的模型描述、变量控制和参数辨识等问题也变

得比单率系统更为复杂. 如:即使多率系统原初所对
应的连续系统是时不变的, 采样后的多率系统也将
是时变的. 这种特性使得多率系统变得更复杂,但另
一方面也带来了灵活性, 带来提高控制系统的性能
的可能.

多采样率系统广泛存在于过程工业、信号处

理、航空航天、地震观测/地质勘探和医学等领域中,
不同行业的人们从信号处理、控制理论和辨识建模

等不同方面进行广泛的研究.例如:在温室温度控制
中,温度采样率高于控制器的保持率 [1];一种磁盘驱
动器系统中对磁头定位的控制,其控制量的保持率
高于测量量的采样率 [2]. 特别在过程工业中,多率系

统研究具有现实目的和需求：复杂设备和生产线中

的塔釜、容器和管道等都具有多个控制(测量)点,不
仅采样率不一样, 甚至可能是手工控制而导致采样
间隔不均匀 [3, 4].

关于多率系统辨识在国内外都已经有较多的研

究成果,对多率系统典型模型的辨识方法也已经有
文献作出了较好的阐述,但至今尚未有全面总结;并
且随着辨识、建模方法的不断研究和发展, 也出现
了一些新的研究成果.本文将综述多率系统辨识方
面的研究情况,给出多率系统的几种模型化方法,包
括提升方法、小波方法等, 并讨论了其中一部分模
型的辨识方法及其存在的问题.

2 多多多率率率系系系统统统概概概述述述(Overview of multirate sys-
tems)
典型的多采样率系统如图1所示. 连续系统的q

个输入和p个输出分别以各自的采样(保持)率工作.
因此,具有保持器H1-Hq和采样器S1-Sp的多采样率

系统是一个时变离散系统.

收稿日期: 2007−06−26;收修改稿日期: 2008−01−22.
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图 1 多率系统示意图

Fig. 1 Figure of multirate system

多率系统可按采样间隔分为均匀和非均匀采样

两类. 对均匀采样情况给出如下假设: 对所有采样保
持周期T in

j 和T out
i 存在一个最小公倍数δ,也即存在

一个最小周期T0, 使得所有采样保持周期都可以表
示成T0的整数倍:{

T out
i /T0 = Ki ⇔ δ/T out

i = Pi,

T in
j /T0 = Lj ⇔ δ/T in

j = Qj,
(1)

在使用有限精度表示时,上述假设总是成立的.

非均匀采样的数据在时间轴上分布不均匀, 例
如对一个变量x的采样时间序列{tx

i }有tx
1 < tx

2 <

· · · < tx
n,但不存在周期性；同时作为系统另一个变

量y, {ty
i }和{tx

i }可以完全不同. 通常非均匀情况更
为复杂,而且包含均匀采样情形,是更为一般化的问
题.下文中在不特别指出的情况下,所指系统都是均
匀采样的.

按不同研究领域,对多率系统的研究可大致分为
模型数学描述、系统分析、控制、滤波和辨识等几

类. 数学描述方法是系统辨识的前期工作,以确定辨
识模型的结构. 目前研究较多的内容是多率控制器
和滤波器、系统辨识以及系统分析等.

3 多多多率率率系系系统统统的的的数数数学学学描描描述述述方方方法法法(Mathematical
description of multirate systems)
通过数学描述给出多率系统的模型框架,是分析

研究多率系统的基础. 过去的研究中已经给出了几
种经典数学描述, 最近也有部分探索新的模型描述
方法. 这里从不同的分析域分别加以介绍.

3.1 时时时域域域模模模型型型(Time domain model)
1) 时变传递函数模型.

多率系统的时变特性很早就被人注意到, Fried-
land指出它是一种具有特殊结构的周期时变系统 [5].
以线性切换时变系统的观点看, 可将多率系统视作
多个LTI系统按时间循环依次切换的系统, 也即是
线性周期时变(LPTV: linear periodic time-varying)系
统. Meyer采用移位时变系统(shift time-varying sys-
tem)加以描述 [6, 7], 这给出了多率系统的清晰表达.
LPTV系统的特性已经得到较多的研究 [8∼10]. 值得
注意的是移位时变系统和LPTV系统的结构存在区
别,但不难证明移位时变结构是可以表述LPTV系统

的, 从表达上来看移位时变结构更为一般且符合多
率系统的特点.

对p × q维的多率系统,各通道传递函数hi,j对应

一个单输入单输出(SISO)系统.结合式(1)有

yi[n] =
∑
l

hi,j[n, l]ui[l], (2)

它是一个移位时变系统,具有如下特点:

hi,j[n + Pi, l + Qj] = hi,j[n, l],

因而系统响应可以表达成如下形式 [11]:

yi[n] =
∑
j

N−1∑
m=0

hi,j[n, jN + m]x[jN + m],

同时具有周期为lcm(T in
j , T out

i ), lcm(·)为最小公倍
数. 因而,整个p × q维系统是(Pi, Qj)−移位时变系
统和周期为δ的LPTV系统.

2) 有理分式传递函数模型.

多率系统在SISO系统中被称为双采样率系统,
输入保持率是输出量采样率N倍的情况是其中的一

个特例,可采用有理分式传递函数来描述 [12]:

Y (qN)
U(q)

=G̃(q, N)=
Ñ(q, N)
DN(qN)

=

nN∑
i=1

βi,T q−i

1 +
n∑

i=1

ai,NT q−iN

,

(3)
式中用ai,T 和bi,T 分别表示在单一快采样时间T下

传递函数第i个分母和分子,则bi,T和βi,T具有确定的

代数关系 [13]. 这样, 双率系统也可以采用统一的变
量q进行描述,与单率系统模型类似. 有理分式表达
实际上是差分方程的特殊形式, 其传递函数某些项
的系数恒为零.

3) 状态空间模型.

对离散状态空间模型, 多率数据不能直接使
用, 因此需要通过数据变换, 即“提升”方法使采
样数据变为单率. 对提升变换这里不再赘述, 文
[11, 13∼15]等有对此有详细的描述. 这里只给出p维

提升Lp(u(n))的表达式:

Lp : up(k) = [u(kp), u(kp+1) · · ·u(kp+p−1)]T,

(4)
提升后状态空间模型可表示为 [14, 16]:

[
AF BF

CF DF

]
=




AF BF 0 · · · 0
CF DF 0 · · · 0
CF DF 0 · · · 0
...

...
...

. . . 0
CF DF 0 · · · 0




. (5)

多率系统的建模方法中,提升方法占据主要地位. 提
升模型的形式依原模型而定, 提升模型可以是传递
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函数模型、状态空间方程和其它需要的形式.

而对于非均匀采样的系统,数据无论怎样提升都
无法变成单率,因此, 如果采用状态空间描述, 则只
能采用连续状态空间模型. 对一个系统来说,它的连
续模型是唯一的:{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + ω(t),

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t),
(6)

连续状态空间模型对非均匀多率系统只是理论上适

用,因为在任何一个时间点,仍然没有完整的数据建
立上述方程,因此还需要进一步的处理.

3.2 频频频域域域模模模型型型(Frequency domain model)
Jury指出,多率系统的提升方法在频域和时域有

着对应的等价关系 [17]. Meyer等 [5]研究多率系统的

统一表达时,指出多率系统由于其时变特性,频率响
应难以定义,利用提升多率系统具有的时不变特性,
可以对提升后的多输入多输出系统进行频率特性

研究. Shiny等将其表示成一个周期变化的频域模型,
可采用混叠(AC: aliasing components)来表示变量的
傅里叶变换 [18, 19]:

UAC
i (ejωlh)=




Ui(ejωmih)
Ui(ej(ω+ 2π

lh )mih)
...

Ui(ej(ω+ 2π
lh (l−mi))h)




, 06ω6 2π

lh
.

即对应的域频提升形式. 得到系统的频域表示:

Y AC(ejωlh) = GAC(ejωlh)UAC(ejωlh),

其中

GAC(ejωlh)=

FN̄DN̄(ejωlh)Ĝ(ejωlh)D−1
M̄

(ejωlh)F−1
M̄

,

系统频域描述GAC(ejωlh)给出了时域空间与频域空
间的稳态映射. 从上述表达可看出系统在频域和时
域的对称性, 混叠表示和提升表示是多率系统的一
对互补表示形式,系统在时域显示出一些特性,如因
果性, 而对频域特性方面反映很少; 混叠表示则相
反. Yamamoto基于文 [20]的研究,在文 [21]中对采样
系统的频域相应做了详细的分析.时域中的L2范数

等价与频域中的H∞范数,频域模型得到的结果和连
续时域中相比在此意义下具有等价性.

Vaidyanathan提出的双频谱图(bifrequency & bis-
pectrum)也是描述多率系统的一种方法 [22∼24]. 时变
系统的频谱是随时间变化的, 而双频谱将系统传递
函数h[n, l]进行二维Fourier分析,得到在二维频域的
系统描述,给出了直观的图像描述 [14, 22].

对非均匀采样下的多率系统也有一些频域模型.

在某些时候,需要跟踪时变系统的参数变化,通过实
时测定数据的一系列频率点,对频域数据建模,得到
系统信息 [25, 26]. 频率数据有多种方法可获得, 如小
波变换,从而建立频域的参数或非参数模型. 例如参
数模型可表示为:

Y (ω, t)=c1(t)I1(ω)+c2(t)I2(ω)+· · ·+cn(t)In(ω),

其中I(ω)是分段常数函数. Gillberg则建立了频域
的AR模型,是时域AR模型的对应形式,其频域数据
通过截断Fourier变换得到 [27].

3.3 小小小波波波模模模型型型(Wavelet model)
考虑到时域和频域各自的优点, 如果两者得以

结合则更为理想, 小波变换正符合这一特点. 吕立
华等 [28, 29]提出以分段加权的形式辨识多率系统,突
出“剪切频率”附近的模型参数特性, 使所关心的频
段模型精度有所提高. 对输入输出信号进行尺度
为L的多分辨率分解:

yi = y1
i,w + y2

i,w + · · ·+ yL
i,w + yL

i,v,

ui = u1
i,w + u2

i,w + · · ·+ uL
i,w + uL

i,v,

其中w和v是一系列正交空间. 由此可得到各频段的
信号分量,它们之间满足如下关系:{

yj
n,w =[yj

n−1,w· · ·yj
0,w uj

n−1,w· · ·uj
n−m,w]·θ,

yL
n,v = [yL

n−1,v · · · yL
0,v uL

n−1,v · · · uL
n−m,v]·θ,

(7)

这种模型只适用于SISO系统.对多率数据的处理方
法要进行重采样,因而会损失部分数据信息.

Dorfan等在文 [8]中采用“小波分析树”、“小波综
合树”的结构对LPTV系统建模 [30∼32]. 周期为N的单

输入单输出的LPTV系统,分析树使得采样率为Fs的

输入分解为N个采样率为Fs/N的输入,变换后的系
统形式为:

Wy[k] =
M−1∑
l=0

AlWx[k − l], (8)

其中: Wx[k − l]和Wy[k]分别是输入输出的小波变
换值, Al是模型参数矩阵, 其元素是长为M的滤波

系数向量. Al所代表的是一个MIMO的LTI模型.

3.4 其其其它它它模模模型型型(Other models)
除了上述的模型外,智能模型也在多率系统的建

模研究中得到应用, 例如: 文献 [33]用T-S模糊模型
描述了一个输入多采样的非线性系统, 文献 [34]以
神经网络模型建立柴油发动机缸盖振动到汽缸压力

的模型.

4 多多多率率率系系系统统统的的的辨辨辨识识识方方方法法法(Multirate system
identification methods)
1) 有理分式传递函数模型辨识方法.
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对式(3)所示的双率系统, 其模型与单率SISO系
统类似, 可采用常见的模型表示, 例如采用ARX模
型参数化 [13], 所得到的辨识模型直观易用, 可直接
用于预测和控制.其中, 递推形式中参数θ对应的数

据是以输入数据的采样时间, 即输出数据采样时间
的q倍来更新的. 值得注意的是,文献 [12, 35]得到的
是输出采样率模型, 而文献 [13]得到的是输入采样
率模型,称为快采样率模型.

同时丁峰等提出了双率系统的辅助模型辨识方

法 [13, 36], 直接进行对系统的单率系统进行辨识, 由
于无法获得某些采样点上的数据, 因而需要借助辅
助模型估计缺失的测量数据.

2) 频域模型辨识方法.

频域方法研究如何通过辨识频域模型或者利

用频域工具获得时域模型. 如Gillberg给出的方
法 [27]是, 以截断Fourier变换得到频域数据, 通过对
比频域和时域的模型形式,得到频域模型:

Φy(iω) = ΦH(iω)Φe(iω) + Φd(iω), (9)

并对参数的偏差和方差进行分析. Gustafsson的方法
则通过小波分析等方法得到瞬时频率数据,再通过
参数或非参数辨识得到频域模型 [25]. Georgios等则
通过高阶统计量估计变量的频谱,以这些量和时频
域转换关系得到时域的参数和非参数模型 [10].

对非均匀采样模型, Lahalle给出了基于非均匀
测量值连续ARMA频谱估计 [37]. Martin采用Burg提
出的预报误差方法和协方差方法, 允许数据分类
和频谱估计,从而对非均匀采样的数据序列进行建
模 [38, 39]. 这里多数方法都是通过估计得到系统的频
谱,因此都是非参数模型.

3) 小波模型辨识方法.

文献 [29]提出了小波模型的辨识方法, 由式 (7)
导出,并根据实际建模的要求对各频率段数据进行
加权, 如何适当选取加权阵C的问题还需进一步研

究.这种小波模型和前两种差别较大:这里解决多率
数据的方法是数据重采样,同时也可能适用于非均
匀采样的情况. 而辨识模型的有效与否则依赖于数
据的重采样是否保留了系统原始的信息.

Dorfan的小波模型如式 (8)所示, 系统模型相当
于一个滤波器矩阵. 对p × q维的多率系统,其参数
个数将是pqMN 2个, 不过实际上每一个hij的周期

可能小于N ,因此总的辨识参数会小于这一数字.

小波模型的使用并不普遍, 但从小波的特性可
以推断, 辨识模型将会对系统的频域特性有比较好
的反映.上面提到的加权方法,就可以突出系统某一

段“感兴趣”的频段,提高其精度.从对称性分析可
知,模型同样可以对某时间段的数据加权. 小波模型
的特点就是时频域同时分析,而且在离散情况下本
质上具有不均匀采样的特点, 这是一般时域或频域
方法都不具有的, 因此对多率系统的辨识存在发挥
优势的潜力.

4) 状态空间模型辨识方法.

状态空间的形式在数学描述中已经给出.
Wang采用了状态空间模型的提升表述 [14], 选择了
输出误差模型结构, Ljung指出此结构即使在非白
色噪声的情况下, 仍可获得一致估计 [40]. 状态空
间模型的辨识主要方法是子空间估计方法. Li在
文 [3]中, 使用提升方法构造了多率系统的模型,
并参考了MOESP [41], N4SID [42]等子空间辨识方法.
Li的方法中, 多率系统是一种周期的非均匀采样系
统,因此仍然采用提升得到时不变模型.

对非均匀采样系统, Li给出了连续状态空间的模
型 [43], 采用Sagara和Zhao的积分滤波器方法 [44], 给
出辨识结果.同时Garnier也指出,他给出的积分模型
也同样适用于非均匀采样系统 [45, 46]. 积分滤波器的
基本形式是对连续模型的各阶微分作多重积分:w te

tb

· · ·
n重

w te

tb

ξ(t)dt=[k1k2 · · · kn][ξ(t1)ξ(t2) · · · ξ(tn)]T.

由于积分是线性算子,原来模型的结构得到保持,状
态空间模型不变; 对应的数据变为积分形式, 解决
了多率和非均匀采样的困难.积分滤波器是区别于
提升方法改变数据结构,数据重采样的第3种解决思
路. 积分思想更早可以从文 [47]中给出.需要注意的
是,他们的非均匀系统是同步的,即虽然采样是非均
匀的,但在同一采样时刻,可以获得系统所有的采样
点数据.

因此,状态空间建模对均匀或非均匀多率系统都
是适用的. 对均匀采样, 能得出离散状态空间模型,
而非均匀情况一般只能得到连续形式.

5 多多多率率率系系系统统统辨辨辨识识识中中中的的的若若若干干干问问问题题题(Related is-
sues in multirate system identification)

5.1 收收收敛敛敛性性性问问问题题题(Convergence)
提升方法中, 文献 [48, 49]研究了时变系统辨

识的收敛性, 给出论断: 在采用递推遗忘因子
法(RFFA)辨识多率系统时, 若系统满足一定条件,
辨识参数的误差极限存在上下界. 在时不变情况下
证明了在RFFA方法下参数的误差和均方差都将收
敛到0. 实际上,当系统通过提升等手段转换成时不
变系统之后,其收敛性问题,就是普通的多变量系统
辨识收敛性问题.

在采用辅助模型直接辨识 [36]的情况下, 由于数
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据并不在所有的采样点都出现, 是一个不完整的数
据集,因而其收敛性不是普通系统的简单推广,丁锋
等给出定理描述参数误差随时间递推步数k下降的

速度,并有如下推论:

推推推论论论 若有持续激励条件满足, 则参数将以时
间k的平方根倒数1/

√
k收敛.

5.2 因因因果果果性性性约约约束束束(Causal restraint)
由于提升模型的结构,其中的多个输入(输出)变

量是由原系统的同一变量提升出来的, 因此它们不
是完全独立的. 这导致了提升系统的状态空间表达
形式有一因果约束条件 [7]:

[Dij]αβ
= 0, 1 6 α 6 Ki, 1 6 β 6 Lj,

在辨识模型参数化过程中应避免将上述值列入辨识

参数中. 在文献 [19, 50]中都采用nest-代数来描述多
率系统,如定义的系统输入输出数据空间为Uk, Yk,
则系统的因果约束可表示为简洁的nest-算子形式:
Ĝ(0) ∈ ({Uk} , {Yk}).

5.3 输输输出出出迟迟迟延延延问问问题题题(Output delay)
同样由提升结构所引起的另一问题是系统输

出的迟延. 考察式 (4)的向量, up(k)的采样周期将
是u(k) 的p倍, 从而系统的响应变慢p倍. 这里是单
输入单输出的系统,如果存在多个采样率,则系统各
采样周期的公倍数更大(见式 (1)),会使系统响应明
显变慢. Dorfan的小波变换模型同样存在此问题,其
迟延时间为d0 = d(N − 1). 辨识系统输出的延迟可
能会影响到模型的实用性, 如用于控制时变系统的
辨识要求模型具有一定的实时性, 若迟延太大则辨
识模型将失去意义.

5.4 闭闭闭环环环辨辨辨识识识问问问题题题及及及可可可辨辨辨识识识性性性(Closed-loop iden-
tification and its identifiability)
文献 [51]对闭环系统给出了作为多采样率的闭

环数字控制系统的一般表述. 在采用提升方法辨识
多率系统时,可得到一个重要的特性: 多率系统的可
辨识性可以不满足普通系统的持续激励条件而得到

满足, 同时也不依赖于外加信号或者控制器切换策
略 [52]. 文献 [53]所研究的是单率闭环系统的可辨识
性, 给出可辨识性所必需的数据矩阵行满秩条件也
适用于多率系统.文献 [52]定理2的证明了输出信号
过采样的方法满足可辨识性条件.

文献 [54]从辨识准则函数的正定性出发,也证明
了类似的结论,并指出这种闭环直接辨识的可辨识
性条件是相对弱的. 其缺点是辨识精度依赖于噪声
模型的估计准确程度.

在双频谱分析的频域中,文献 [14]研究了辨识准
则函数的正定性. 通过加快输出的采样率,使系统特

性在频域出现了混叠.混叠在信号处理中通常希望
被去掉,而在这里它的存在正是闭环可辨识性的条
件.

5.5 模模模型型型确确确认认认(Model validation)
模型的确认是辨识建模一个逐渐受到重视的

研究问题. Chai等分别从时域 [55]和频域 [19]角度,采
用nest-代数工具, 对多率系统辨识进行模型确认
研究, 分别从时域和频域提出了CF(Carathéodory
Fejér)插值和NP(Nevanlina-Pick)插值问题,在此基础
上给出了模型确认的充分必要条件.

6 总总总结结结(Summary)
对多率系统的研究,其关键在于系统采样率的不

同步性, 即不存在一个T , 使得在以T为周期的点上

均能获得所有输入输出数据,因而需要在模型化时
做适当的处理,使得系统能显示出同步采样(单采样
率)的特性. 如上面的提升方法、数据重采样方法和
积分滤波等,都体现了这一思想.

通过本文分析, 可以看出在多率系统的辨识方
面,仍存在着很多值得研究和探索的问题.

首先, 如何选择描述多率系统的模型仍然值得
研究.虽然提升模型具有一定的通用性,但还存在不
少缺点,如模型的维数升高可能导致辨识模型出现
病态、MIMO系统的提升周期过大将导致模型不可
用、提升模型用于控制时存在纹波(ripple) 问题等.
采用连续状态空间模型则可以较好地避免提升所带

来的问题,但这种模型尚未被广泛使用. 其它几种模
型也都存在较强的特殊性,因此选择多率系统的描
述模型,以及寻找新的模型化方法是必要的.

其次,如何将有理分式模型、LPTV模型、频域模
型等进行推广,比如可否将有理分式模型从双率推
广到多率系统、频域中找到合适的模型形式等等,
这些都是尚待解决的问题.

再次,对非均匀采样系统的研究还需要进一步深
入. 在采样条件、数据缺失等限制下,实际过程中存
在着大量的非均匀采样情况. 在离散模型框架下,非
均匀采样还没有很好的解决方法, 以积分、滤波等
形式构成的连续模型,以及通过Fourier变换,小波变
换等途径得到的频域和时频域模型,是非均匀采样
建模的可能途径.

最后,目前对多率系统辨识的可辨识性、递推辨
识及其收敛性、数值计算, 以及其它一些相关问题
的研究还处在初步阶段,需要进一步推进.

多率系统的辨识研究不仅具有理论意义,而且有
着广泛的应用价值.随着信息技术、数字控制、通信
等领域的发展,其重要性会不断显现.
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