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摘要:对二阶连续系统最速控制设计中采用的综合函数作了分析,得到了一种新的高精度、快速离散非线性跟踪
微分器,并对其滤波特性、微分提取特性进行了初步分析.分析表明,这种跟踪微分器对输入信号具有很好的跟踪
能力,能够滤除噪声和提取微分信号.相位延迟小,幅值衰减小,因而具有跟踪的快速性、准确性. 最后,给出了数值
仿真例子来验证该算法;并给出了一个实验结果,证实了算法的可行性.
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A high-speed nonlinear discrete tracking-differentiator with
high precision
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Abstract: The penalty function employed in the time-optimal control design for a 2nd-order continuous-time system
is analyzed. A high-speed nonlinear discrete tracking-differentiator with high precision is presented, its performances of
signal filtration and signal differentiation are then briefly analyzed. The analysis shows that this tracking-differentiator
has excellent capabilities in signal tracking, noise rejection and differential-signal acquisition, with small phase-delay
and amplitude attenuation. Numerical simulation results are also given for validation. Experimental results confirm the
feasibility of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在传统的控制工程中,信号的微分器的设计是非

常困难的,单纯的微分器在物理上无法实现,因而只
能采用近似方法来代替,而且只要信号中存在噪声,
那么得到的微分信号品质就会出现问题,严重时甚
至被噪声淹没. 如果能合理提取“微分”信号,那么
必定会提高控制器性能,使得控制器的设计大大地
简化. 基于提取“微分”信号的想法,韩京清等[1]根

据2阶连续系统最速综合函数, 提出了跟踪微分器
的2阶动态结构,并利用“等时区方法”分析了离散
形式的最速控制问题,构造了一个近似的离散形式
的最速控制综合函数, 这就是近年来在控制界比较
有影响的韩氏快速函数. 利用韩氏快速函数构造的
跟踪微分器,是一种非线性离散跟踪微分器,能够快
速、无超调、无颤振地跟踪输入信号,又能得到品质

优良的微分信号.在此基础上,韩京清以及其他许多
学者将跟踪微分器应用到各种控制中, 并对其特性
进行了广泛的研究[2∼11].

基于跟踪微分器首先必须满足快速性的观点,本
文立足于双积分串联最少时间系统,在离散采样控
制系统中,尽量使得控制沿最优轨迹线.虽然在离散
情况下,无法得到最优轨迹线,但可以寻找到一条依
赖于采样步长的次优轨迹线.沿着次优轨线,得到最
少的控制时间.

对于离散采样系统,采样的时间步长取多大,数
值控制器取什么样的形式, 将影响控制的精度. 与
韩氏快速函数配合使用的控制策略是最简单的欧

拉折线法,对双积分串联系统,当控制相平面中一个
点快速转移到原点时, 它的相轨迹只是最优轨迹的
一个近似, 步长越大,误差亦越大,因而韩氏快速函
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数对采样步长有较严格的限制.现在的问题是,能否
找到一种方法能够按任意的采样步长, 在有限的几
个步长内,使得相平面中的任意点能够几乎严格地
沿着最优轨迹准确到达原点. 并且在跟踪信号的相
位、幅值上,具有很好的特性,提取的微分信号品质
好.针对这些问题,本文研究了双积分串联系统的最
优快速综合函数,在开关曲线的附近引进线性区域,
并做归零控制,控制策略采用精确控制,而不是简单
的欧拉折线法, 从而得到了一个新的最优快速综合
函数的离散形式.

2 2 阶阶阶 离离离 散散散 系系系 统统统 最最最 速速速 控控控 制制制 综综综 合合合 函函函
数数数(Synthetic function for the optimal control
of the second-order discrete-time system)
对于双积分串联的2阶连续系统{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = ru, |u| 6 1, r > 0,
(1)

求系统的最速路径问题, 由最优控制的理论知道,
相平面中任意一点M(x1, x2)最多经过一次切换
而到达原点, 此时开关曲线的方程为Γ (x1, x2) =

x1 +
1
2r

x2 |x2|, 而连续形式的最速控制综合函数
为u = −sgn(x1 +

1
2r

x2 |x2|),最速轨迹如图1所示.

图 1 最优轨迹示意图

Fig. 1 Illustration of the optimal trajectory

取s = sgn(Γ (x1, x2, r)), 若M(x1, x2)不在开关
曲线上,可以证明(参见附录),由M(x1, x2)到达开关

曲线Γ的时间为tA = s
x2

r
+

√
s
x1

r
+

1
2

x2
2

r2
,为了得

到离散形式的最速综合函数,采用等步长法,采样周
期为h,当h 6 tA时,有u = −s;当h > tA时,为了在
一个步长h内到达开关曲线Γ , 应当修改控制量, 此
时u = −sua, |ua| < 1,可以证明(参见附录)

ua = −1
2

+
x2s

rh
+

1
2

√
1 + (

4x2

rh
+

8x1

rh2
)s. (2)

若M(x1, x2)位于开关曲线上,此时Γ (x1, x2, r) = 0,
不考虑符号s,可以证明(参见附录), M到达原点O的

时间为 tB =
|x2|
r

, 当 h 6 tB, 有 u = −sgn(x2);

当 h > tB 时,为了在一个步长h内到达开关曲线,应
当修改控制量,此时不妨选取

u(t) = a + bt. (3)

可以证明(参见附录)




a = − 2
rh2

(2x2h + 3x1),

b =
6

rh3
(x2h + 2x1).

(4)

从而得到当相平面上的点M(x10, x20)经过一系列
的步骤(k = 0, 1, 2, · · · )而返回原点时,其离散控制
策略为




u(k) = −uas, x1(0) = x10, x2(0) = x20,

x1(k + 1) =

x1(k) + hx2(k) +
1
2
u(k)h2r − 1

3
bh3,

x2(k + 1) =

x2(k) + u(k)hr − 1
2
bh3, k = 0, 1, 2, · · · .

(5)

其中u(k)由式(2)∼(4)确定, 或者用函数的形式表示
为

u = fast(x1, x2, r, h), (6)

函数fast就是本文得到的最速离散综合函数.

3 离离离散散散跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器的的的结结结构构构分分分析析析(Analysis
of the structure of the discrete-time tracking-
differentiator)
对于信号序列v(k)(k = 0, 1, 2, · · · ),离散跟踪微

分器为



u(k) = fast(x1(k)− v(k), c1x2(k), r, c0h),

x1(k + 1) =

x1(k) + hx2(k) +
1
2
u(k)h2r − 1

3
bh3,

x2(k + 1) =

x2(k) + u(k)hr − 1
2
bh3, k=0, 1, 2, · · · .

(7)

其中: x1(0) = x10, x2(0) = x20, r为快速因子, c1为

阻尼因子, c0为滤波因子. 恰当地选择参数r,上述跟
踪微分器将具有近似的线性表示:[

x1 (k + 1)
x2 (k + 1)

]
=
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1− 1
c2
0

, (1− c1

c0

)h

− 2
c2
0h

1− 2c1

c0


×

[
x1 (k)
x2 (k)

]
+

1
c2
0


 1

2
h


 v (k) .

为分析的方便,上述方程又可以表示为

x(k + 1) = Gx(k) + Γv(k), k = 0, 1, 2, · · · . (8)

其中: x(k) = [x1(k), x2(k)]T, G,Γ为对应的矩阵.

假设输入信号为v(t) =
N∑

i=1

Aiej(ωit+φi0) + ξ(t), 其

中Ai, ωi ∈ R+, φi0 ∈ R, ξ(t)为宽平稳过程. 那么有

x(k) =

Gkp0 +
N∑

i=1

(ejωihI2 −G)−1ΓAiej(ωikh+φi0) +

η(k), k = 0, 1, 2, · · · . (9)

其中: η(k + 1) = Gη(k) + Γξ(k), p0由初始条

件x(0)以及η(0)确定, 上式收敛的充分、必要条件
是矩阵G的谱半径ρ(G) < 1, x1(k) = [1, 0]x(k),

取C = [1, 0],得到x1(k) = CGkp0 +
N∑

i=1

C(ejωihI2−
G)−1ΓAiej(ωikh+φi0) +Cη(k),记离散系统的传递函
数为Φ(z) = C(zI2 −G)−1Γ ,上式可以变化为

x1(k) =

CGkp0 +
N∑

i=1

Φ(ejωih)Aiej(ωikh+φi0) + Cη(k).

(10)

下面分析跟踪微分器fast的幅频、相频特性以及
滤波特性.

3.1 跟跟跟 踪踪踪 微微微 分分分 器器器 fast 的的的 幅幅幅 频频频、、、相相相 频频频 特特特
性性性(Characteristics of magnitude-frequency and
phase-frequency with the tracking-differentiator
fast )
暂不考虑随机信号, 由式(10)知, 当信号序列

足够长, 且G的谱半径ρ(G) < 1时, 正弦输入信号
v(t) = Aej(ωt+φ0)的跟踪输出信号yout仍将是正弦信

号. lim
k→∞

Gk = O, yout = Φ(ejωt)Aej(ωt+φ0), 因而不

妨假设输出信号为yout = βv(t − τ0),其中β为动态

放大因子, τ0为滞后时间. 当选择滤波因子c0, 使得
满足条件c0ω h ¿ 1,则有如下近似结论

β =
1

1 + 0.5c2
0(c2

1 − 1)ω2h2
, τ0 = (c0c1 − 1)h.

(11)
当阻尼因子c1 = 1时,进一步有

β = 1, τ0 = (c0 − 1)h. (12)

其相频、幅频特性曲线如图2所示.

图 2 fast TD幅频、相频特性曲线
Fig. 2 Characteristic curves of the magnitude-frequency

and phase-frequency with fast TD

3.2 跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器fast的的的滤滤滤波波波特特特性性性(Filtering charac-
teristic with the tracking-differentiator fast )
仅仅考虑宽平稳随机过程,对于线性离散跟踪微

分器,宽平稳输入导致宽平稳输出.当随机输入ξ(k)
为白噪声序列时, Rξ = Qδ(τ), δ(τ)为Kronecker δ

函数, Q为常数矩阵,得到方差矩阵满足方程Rη(k +
1) = GRη(k)GT + ΓQΓT, 当k足够大时, Rη(k)趋
近于常数矩阵,此时有

Rη = GRηG
T + ΓQΓT. (13)

上式为离散系统的Lyapunov方程, 它将给出输出序
列方差随滤波因子的变化规律.

不妨假设Q = 1, c1 = 1, h = 0.01, 输出序列方
差随滤波因子c0变化的关系曲线如图3所示.

图 3 输出序列方差随滤波因子变化曲线

Fig. 3 The output series variance curve vs filtering factor c0

由图3可以知道,选用跟踪微分器,并恰当地选择
较大的滤波因子, 就可以较好地消除跟踪信号中的
随机噪声,而保留感兴趣的谐波信号,这就是跟踪微
分器跟踪目标信号,而滤除噪声的机理.
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4 离离离散散散跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器的的的数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical
simulation for discrete-time tracking-
differentiator)
为了考察跟踪微分器对输入信号跟踪以及提

取微分信号的效果, 将本文的算法fast与韩氏的跟
踪微分器fhan进行比较. 考虑含噪声的谐波信号,
v(t) = sin t + γ n, 其中n为高斯白噪声, γ为噪声

强度, 此处取γ = 0.01. 取快速因子r = 65, 初态
值x1(0) = 0, x2(0) = 0,采样步长为h = 0.05 . 为了
滤波,滤波因子取c0 = 8. 仿真结果如图4所示.

图 4 含噪声信号的滤波与微分提取

Fig. 4 The filtering and acquiring differential signal with

noise signal

图4说明fhan滤波跟踪信号, 以及微分信号的相
位延滞至少为一个滤波因子的大小;而fast滤波跟踪
信号,以及微分信号的相位延滞不超过半个滤波因
子的大小, 并且其信号的幅值几乎无损失. 通过对
比, 发现使用fast比使用fhan效果更好, 跟踪信号以
及提取的微分信号具有更少的相位延滞、幅值更加

接近,跟踪精度更好,得到了品质更好的微分信号.

5 实实实验验验结结结果果果(Experimental results)
磁悬浮系统两点悬浮转向架实验中, 用位置传

感器得到悬浮间隙的大小, 用加速度计来测量系统
加速度,通过低通滤波器,经过积分得到位置的微分
信号.系统的控制方案采用了PID控制,这种方案使
用了昂贵灵敏的加速度计,一旦加速度计出现故障,
系统的控制将出现不稳定现象.为了取代加速度计,
实验中采用了跟踪微分器来跟踪位置信号,并提取
相应的微分信号,不使用加速度计,微分提取采用相
位补偿算法, 调整滤波因子c0的大小, 系统闭环后,
得到了与加速度计大致相同的稳定悬浮的结果.使
用跟踪微分器的算法如下: 假设跟踪微分器的输入

为Vi,输出为Vi+1(i = 0, 1, 2, · · · ),如图5所示.



pm =
m∑

i=1

αmiVi,

qm = µ0

m∑
i=1

βmiVi.

(14)

其中: pm为具有相位补偿的滤波器的输出, qm为跟

踪微分器提出的微分信号.当m = 4时, αmi, βmi的

数值为α41 = 4, α42 = −6, α43 = 4, α44 = −1,

β41 = 4.3333, β42 = −9.5, β43 = 7, β44 = −1.8333,

µ0 = 0.1430.

图 5 跟踪微分器组示意图

Fig. 5 The illustration of the tracking-differentiator group

在使用加速度计方案时, 为了验证跟踪微分器
滤波、以及提取微分信号算法的可行性,使用A/D采
集板得到了两路独立的数值信号, 一路是位置信
号(包含各种噪声),另一路是速度信号.验证算法的
正确性,就是按上述的思路,选择滤波因子,对位置
信号进行跟踪,并比较提取的微分信号与采集到的
速度信号.系统的采样频率为, Fs = 2 kHz, c0 = 8,

r = 650,计算的结果如图6所示.

图 6 TD滤波信号及提取微分信号
Fig. 6 The TD filtering signal and acquiring

differential signal

从图6可以看到,用跟踪微分器提取微分信号来
取代加速度计积分后得到速度信号具有一致性.

6 结结结束束束语语语(Conclusion)
本文分析了2阶连续系统最速综合函数的特性,

从离散的曲线的路径优化着手, 得到了一种新的
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离散形式的跟踪微分器. 这种跟踪微分器具有快
速、无超调、无颤振的特性, 结构简单, 能够有效提
取微分信号,具有良好的滤波能力. 与韩氏跟踪微分
器相比较,信号跟踪的相位延迟小、幅值衰减小,而
且滤波的性能更好.在实验中使用跟踪微分器能够
构造具有相位补偿功能的滤波器, 在得到滤波信号
的同时,还能够在线得到对应的微分信号.
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附附附录录录 最最最速速速离离离散散散综综综合合合函函函数数数的的的证证证明明明(Appendix The
proof of optimal discrete synthetic function)

对于标准双积分串联的2阶连续系统
(

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u, |u| 6 1,
(15)

由最优控制的理论知道, 相平面中任意一点最多经过一
次切换而到达原点, 此时开关曲线的方程为Γ (x1, x2) =

x1 +
1

2
x2 |x2|, 开关曲线由两段曲线γ+, γ−组成, Γ =

γ+
S

γ−. 连续形式的最速控制综合函数为u = −sgn(x1 +
1

2
x2 |x2|), 不妨设开关曲线外的点M(x10, x20)到达Γ的

时间为tA, 而从开关曲线上回到原点的时间为tB, 此时

有s = −sgn(x10 +
1

2
x20 |x20|), tA = sx20 +

r
sx10 +

1

2
x2
20,

tB = |x20|. 为了得到离散形式的快速综合函数, 采用等
步长法, 步长为h, 若h 6 tA, 则控制u = −s; 若h > tA,
则应减少控制量的数值, 使M点经过时间h 到达开关曲

线Γ上的点A. 当M点位于Γ上方时, s = +1,此时u = −ua,
且|ua| < 1. ua满足下面的方程:

8
>>>><
>>>>:

x1(t) = x10 − 1

2ua
(x2

2(t)− x2
20),

x2(t) = x20 − uah, x2(t) < 0, t = h,

x1(t) =
1

2
x2
2(t).

(16)

把ua作未知数,得到方程

1

2
h2u2

a+

„
1

2
h2−hx20

«
ua+

x2
20

2
−x20h−x10 =0.

由于tA = x20 +

r
x10 +

1

2
x2
20 < h,所以必有x20 < h, h2 >

hx10 判别式

∆ = (
1

2
h2 − hx20)

2

− 4
1

2
h2(

x2
20

2
− x20h− x10) =

h4

4
+ h3x20 + 2h2x10.

分两种情况:

i) 当x20 > 0时,

∆ >
h4

4
+ 2h2(x10 +

x2
20

2
) =

h4

4
+ 2h2(x10 +

x20|x20|
2

) >
h4

4
> 0;

ii) 当x20 < 0时, 由于x10 +
x20|x20|

2
> 0, 得到x10−

x2
20

2
> 0,所以有

∆ =
h4

4
+ h3x20 + 2h2x10 >

h4

4
+ h3x20 + 2h2 x2

20

2
=
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h2(x20 +
h

2
)
2

> 0.

从i)ii)可知, 判别式∆ > 0恒成立. 方程有两个不相
等的实数根, 满足x2(h) < 0, 因为x2(h) = x20 − uah =

h

2
±
√

∆

h
< 0,必须去掉正根,从而有

ua = −1

2
+

x20

h
+

1

2

r
1 +

4x20

h
+

8x10

h2
. (17)

现在可以证明u2
a < 1,分两步来证明:

① x20 > 0,此时

tA = x20 +

r
x10 +

1

2
x2
20 < h,

因而有x20 < h, x10 < h2;由于

h(x20 +
2x10

h
) =

hx20 + 2x10 > x2
20 + 2x10 = 2(

x2
20

2
+ x10) > 0,

因而由式(3)ua >
x20

h
> 0, 要证明u2

a < 1, 只要证

明ua < 1,下面是等价不等式:

ua < 1 ⇔
(
3

2
− x20

h
)2 >

1

4
(1 +

4x20

h
+

8x10

h2
⇔

2(1− x10

h2
> 0 >

4x20

h
− x2

20

h
− x2

20

h2
⇔

10 < h2,

x20 < 4h,由于x20 < h, x10 < h2,显然上述不等式成立.

② x20 < 0,此时

x10 +
x20 |x20|

2
> 0, x10 − x2

20

2
> 0,

从而有

ua > −1

2
+

x20

h
+

˛̨
˛̨1
2

+
x20

h

˛̨
˛̨ > −1.

现在只需证明ua < 1,有等价不等式

ua < 1 ⇔ 3− 2x20

h
>

r
1 +

4x20

h
+

8x10

h2
⇔

2 +
x2
20

h2
>

4x20

h
+

2x10

h2
,

而由tA < h有x10 <
x2
20

2
+ h2 + 2 |x20|h,所以

x2
20

2
< x10 <

x2
20

2
+ h2 + 2 |x20|h,

将此不等式带入等价不等式,有

4x20

h
+

2x10

h2
<

4x20

h
+

2

h2
(
x2
20

2
+ h2 +

2 |x20|h) = 2 +
x2
20

h2
+ 4

(x20 + |x20|)
h

= 2 +
x2
20

h2
,

因而有

4x20

h
+

2x10

h2
< 2 +

x2
20

h2
,

从而在任何情况下,恒有|ua| < 1.

同理, 当M点位于Γ下方时, s = −1, 此时u = ua,
且|ua| < 1. 此时

ua = −1

2
− x20

h
+

1

2

r
1− 4x20

h
− 8x10

h2
. (18)

上述两种情况综合为

ua = −1

2
+

x20s

h
+

1

2

r
1 + (

4x20

h
+

8x10

h2
)s. (19)

当M位于开关曲线Γ上时, Γ (x10, x20) = 0,满足条件

x1(t) =
1

2
x2
2(t), x2(t) = x20 + ut = 0, t = h. (20)

此时, tB = |x20|, 当h 6 tB, 则u = −sgn(x20), 但是,
若h > tB, 则应该减小u的数值, 为了让M一步到达原点,
u不能取常数值,而应该满足下面的条件:

8
><
>:

x2(t) = x20 +
w t

0
u(τ)dτ = 0, t = h,

x1(t) = x10 + x20t +
w t

0

w τ

0
u(σ)dσdτ = 0.

(21)

不妨取u(t) = a + bt,代入上面的方程得到
8
><
>:

x20 + ah +
1

2
bh2 = 0,

x10 + x20h +
1

2
ah2 +

1

6
bh3 = 0.

(22)

从而得到
8
><
>:

a = − 2

h2
(2x20h + 3x10),

b =
6

h3
(x20h + 2x10).

(23)

当相平面上的点M(x10, x20)经过一系列的步骤(k =

0, 1, 2, · · · )而返回原点时,其离散控制策略为
8
>>>><
>>>>:

u = −uas, x1(0) = x10, x2(0) = x20,

x1(k + 1) = x1(k) + hx2(k) +
1

2
uh2 − 1

3
bh3,

x2(k + 1) = x2(k) + uh− 1

2
bh3, k = 0, 1, 2, · · · .

(24)

以上就是标准双积分串联的2阶连续系统的最速离散
综合控制策略.

对于一般的双积分串联的2阶连续系统
(

ẋ1 = x2,

ẋ2 = ru, |u| 6 1, r > 0.
(25)

仅仅作一个变换就可以了. 所作变换为

z1 =
x1

r
, z2 =

x2

r
. (26)

至此,已经求得一般2阶双积分连续最速系统的离散综
合函数.
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