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摘要:针对一类带最小批量约束的计划问题,提出了基于拉格朗日松弛策略求解算法. 通过拉格朗日松弛策略,
将原问题转为一系列带最小批量约束的动态经济批量W-W(Wagner-Whitin)子问题.提出了解决子问题且其时间复
杂度O(T 3)的最优前向递推算法. 对于拉格朗日对偶问题,用次梯度算法求解,获得原问题的下界. 若对偶问题的解
是不可行的,通过固定装设变量,求解一个剩余的线性规划问题来进行可行化处理. 最后,数据仿真验证了算法的
有效性.
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A Lagrange relaxation algorithm for capacitated lot-size
problem(CLSP) with minimum lot-size constraint
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Abstract: A Lagrange relaxation heuristic-based procedure is presented to solve the capacitated lot-size problem(CLSP)
with minimum lot-size constraint. The problem is first decomposed into a series of sub-problems W-W(Wagner-Whitin)
with dynamic economic minimum lot-size constraint. To deal with the sub-problems, an optimal forward iterative algorithm
with runtime complexity of O(T 3) is proposed. The Lagrange dual problem is then handled by the sub-gradient optimiza-
tion algorithm to obtain a tight lower bound. If the solution to the Lagrange dual problem is infeasible, the setup variables
are fixed and the remaining problem is reformulated as a linear programming problem which can be solved efficiently by
any off-the-shelf solver. Finally, the computational experiments demonstrate the algorithm’s efficiency.
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1 引引引言言言(Introduction)
CLSP(capacitated lot-size problem)问题也称带能

力约束的单级多项动态批量问题, 是几十年来一
直被广泛研究和关注的热点问题,这个问题有广泛
的工业背景, 因此具有很强的应用研究价值, 自文
献[1]首次提出W-W模型, 近几十年来, 很多学者对
这个问题做了广泛的研究[2,3]. 文献[4∼7]从模型重
构角度出发, 通过数学规划方法旨在获得问题的最
优解或次优解. 文献[8]研究基于Lagrangean松弛策
略的大规模CLSP,考虑多重资源约束. 文献[9]证明
了带约束的单级单项批量计划问题在一般意义下

是普通NP-hard的. 因此作为一个更加泛化的问题,
CLSP也至少是NP-Hard的. 在这种背景下, 很多研
究者越来越关注起启发式策略, 文献[10,11]分别基

于线性规划(LP)松弛策略和贪婪式启发策略来获
得问题的近优解. 文献[12]采用了集成遗传算法
(GA)和LP的两步优化策略. 文献[13]采用混合遗
传算法求解了某类车间集成计划于调度问题. 文
献[14]采用Lagrangean松弛策略和启发算法相结合
的混合算法. 对于工业界的实际问题, 文献[15]研
究了基于蚁群算法(ACO)的热轧计划调度算法. 文
献[16]从鲁棒调度的角度出发, 研究了实际调度问
题中的参数摄动的影响.

本研究以某制造企业的实际问题为研究背景,与
以往问题不同的是, 我们考虑了生产中的最小批量
约束. 在某些产品的生产过程中,出于生产成本、设
备或者管理上的考虑,产品在设备上一旦生产就必
须大于一个给定的批量, 比如电炉熔炼合金就必
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须大于一定的重量. 考虑到现代生产模式下, 多品
种、小批量需求,这个就问题就愈发显得突出.因此,
该研究具有现实的意义.本文的主要贡献是对带最
小批量约束的CLSP问题, 通过分解–合成获得问题
的近优解,其中通过对子问题的研究,给出了带最小
批量约束下W-W模型的O(T 3)时间复杂度的最优计
划策略.

2 数数数学学学模模模型型型描描描述述述(Problem formulation)
符号描述:

t: 周期下标, t = 1, · · · , T ;

j: 产品类型, j = 1, · · · , J .

参数表示:

djt: 在周期t内,产品j的需求;

mjt: 在周期t内,产品j生产的最小批量;

aj : j的单位能力需求;

hjt: 单位产品j从周期t到t + 1的库存费用;

sjt: 产品j在周期t中生产的装设费用;

pjt: 单位产品j在周期t中生产费用;

rt : t中资源能力限制.

自变量定义:

Xjt: 在周期t内生产产品j的批量;

Yjt: 生产装设变量,若产品j在t中生产为1,否则
为0;

Ijt: 带进周期t的产品j的库存.

数学模型(P):

min
J∑

j=1

T+1∑
t=2

hj,t−1Ijt +
T∑

t=1

J∑
j=1

(pjtXjt + sjtYjt)

(1)

s.t. Ijt + Xjt − Ij,t+1 = djt, ∀j, t, (2)
J∑

j=1

Xjt · aj 6 rt, ∀t, (3)

Xjt 6
(
rt/aj

)
· Yjt, ∀j, t, (4)

Xjt > Yjt ·mjt, ∀j, t, (5)

Xjt > 0, Ijt > 0, Yjt ∈ {0, 1},∀j, t, (6)

Ij1 = 0,∀j, t. (7)

其中: 式(1)为优化目标, 包括库存费用、装设费用
和生产费用; 式(2)表示物料平衡; 式(3)为能力约
束; 式(4)建立了装设变量和生产批量之间的联系;
式(5)为最小批量约束;式(6)(7)为变量类型约束和初
始化库存,表明生产不允许拖期.

注注注 问题(P)和一般的CLSP模型不同地方有两点:

i) 增加了式(5)的最小批量约束; ii) 最后库存Ij,T+1不一

定为0.

3 基基基 于于于 Lagrangean 松松松 弛弛弛 的的的 求求求 解解解 策策策

略略略(Lagrangean relaxation-based strategy)
3.1 Lagrangran松松松弛弛弛(Lagrangean relaxation)
给定一组Lagrangran乘子β = [β1, β2, · · · , βT ],

其中βt > 0, 将式(3)通过这组Lagrangean算子松弛
到目标(1)中,得Lagrangean函数

L(β)=min
{ J∑

j=1

T+1∑
t=2

hj,t−1 · Ijt +

J∑
j=1

T∑
t=1

Xjt · (pjt + βt · aj) +

J∑
j=1

T∑
t=1

sjt · Yjt−
T∑

t=1

rt · βt

}
, (8)

s.t.式(2)(4) ∼ (6).

由于
J∑

j=1

Xjt · aj 6 rt, β > 0, L(β)是原问

题(P)的一个下界. 为了获得问题(P)的最紧的下界,
定义如下的Lagrangean对偶问题:

LD = max (L(β),β > 0) . (9)

求解Lagrangean对偶问题LD是一个不断迭代的

过程, 首先给定一个可行的Lagrangean乘子β, 然
后计算Lagrangean函数L(β), 根据计算结果来更
新Lagrangean乘子, 然后重复上述过程. 所以如何
解决L(β)成为解决全部问题的关键所在. 对于函
数L(β),由于各产品生产之间耦合关系已经被松弛,
可以将L(β)分解为J个子问题来解决,考虑第j个子

问题:

Lj(β) =

min{
T+1∑
t=2

hjt−1 · Ijt +
T∑

t=1

{(pjt + βt · aj) ·Xjt +

sjt · δ(Xjt)
}}, (10)

s.t. Ijt + Xjt − Ij,t+1 = djt, ∀t, (11)

Xjt > δ (Xjt) ·mjt, ∀t, (12)

Xjt > 0, Ijt > 0, ∀t, Ij1 = 0. (13)

其中δ(x) =

{
1, x > 0,

0, 其他.
上述问题为一个带最小批

量、无限能力、单产品动态批量问题.从上式可以看
出除去约束(11)之外, Lj(β)就是一个标准的W-W模
型. 因此,称问题(9)∼(12)为带最小批量约束W-W模
型(E-WW).

3.2 E-WW模模模型型型的的的前前前向向向计计计划划划策策策略略略(The optimal
forward plan policy)
对于标准W-W模型(S-WW),一个非常基本的结

论是: 存在一个最优解, 有ItXt = 0, 对∀t. 即在同
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一个周期内,同时存在库存不为0, 又有生产的计划
策略不可能对解的质量有提升[17]. 尽管E-WW和S-
WW模型非常相似, 但是这个结论对E-WW已经不
适用, 这就使得针对S-WW的很多有用的结果(见文
献[18,19])都不成立了.

注注注 由于子问题是单产品问题,所以直接用It, Xt分别

表示进入t的库存和t中的生产数量.

对于E-WW模型,有如下定理:

定定定理理理 1 若对于任意一个周期t都有dt > mt,
则E-WW模型与S-WW模型是等价的.

证证证 首先证明S-WW的最优解是E-WW的一个
上界, 根据文献[1]的证明, 存在一个S-WW的最优
解X∗, 对任意周期t有X∗

t = 0或者存在一个周

期k, t 6 k 6 T , 有X∗
t =

k∑
i=t

di. 根据已知条件,

对∀t,有dt > mt,所以X∗是E-WW的一个可行解,因
此是一个E-WW问题的上界. 而又因为E-WW是属
于S-WW的一类特殊问题(E-WW相对于S-WW而言,
增加了一条最小批量约束). 所以任何一个S-WW的
最优解必定是E-WW问题的下界. 证毕.

定定定理理理 2 存在一个E-WW模型的最优解, 对任
意一个周期t, Xt＝０或者mt或者存在一个周期k,

k > t有It + Xt =
k∑

j=t

dj .

证证证 通过反证法证明. 假设不存在满足上述
条件E-WW的最优解, 则一定存在一个最优解, 对
于周期t的生产数量Xt, 必定存在一个最小的周

期k, k > t, 有:
k−1∑
τ=t

dτ < It + Xt <
k∑

τ=t

dτ , 分下

面两种情况讨论:

若pt +
k−1∑
τ=t

hr > pk: 构造一个新的计划, 因

为It + Xt >
k−1∑
τ=t

dτ ,减少Xt至X
′
t ,使得

It + X
′
t = max(mt + It,

k−1∑
τ=t

dτ ).

令∆Xt = Xt −X
′
t ,根据物料平衡,将∆Xt放在k中

生产. 对周期t来讲, 由于生产减少, 比原计划减少

费用: ∆f− = ∆Xt · (pt + ·
k−1∑
τ=t

hτ ); 对于周期k来

讲, 比原计划增加费用: ∆f+ = ∆Xt · pk. 所
以∆f− > ∆f+, 若∆f− = ∆f+, 根据假设说明
存在和原有计划一样最优的计划,而此时It + X ′

t =

max(mt + It,
k−1∑
τ=t

dτ )与假设矛盾,若∆f− > ∆f+说

明原计划非最优,与假设矛盾;

若 pt +
k−1∑
τ=t

hr < pk: 构造一个新的计划, 因为

It + Xt <
k∑

τ=t

dτ , 增加Xt至X
′
t , 使得It + X

′
t =

k∑
τ=t

dτ ,令∆Xt = X
′
t − Xt, 对于周期k来说, 至少

减少了∆Xt的生产数量,比原计划减少费用: ∆f−=
pk · ∆Xt; 根据物料平衡, 周期t中增加了∆Xt的

生产数量, 因此比原计划增加费用: ∆f+ =

(pt +
k−1∑
τ=t

hτ ) · ∆Xt. 所以∆f− > ∆f+, 这说明假

设的最优解不是最优的,与假设矛盾. 证毕.

推推推论论论 1 存在一个E-WW模型的最优解, 若存
在周期t, 有ItXt > 0, 则一定有一个确定的周期l,
Xl = ml,其中l为< t的周期中,最接近t的那个生产

装设周期.

证证证 根据定理2,只需排除两点: 1) Xl 6= 0; 2)不

存在一个k > l有Il+Xl =
k∑

j=l

dj .因为It ·Xt > 0,必

有Xl + Il >
t−1∑
τ=t

dτ ,因此不存在k ∈ {l, · · · , t− 1},

使得Xl + Il =
k∑

τ=t

dτ , 对于k ∈ {t, · · · , T}, 如果存

在Xl + Il =
k∑

τ=t

dτ ,可证明这个计划一定不是最优

的,证明过程与定理2证明类似,此处不再赘述.

引引引理理理 1 在给定It = 0,则可以独立考虑两个子
计划问题,即周期(1, · · · , t− 1)和周期(t, · · · , T )的
计划问题.

证证证 参见文献[1,17], 此结论对于E-WW模型仍
然适用.

在给出求解E-WW模型的最优策略之前, 首先
给出一些符号表示: F (t): 一个t周期计划问题的最

小费用; F̂ (t): 在约束It+1 = 0下的t周期计划问题

的最小费用, 若约束It+1 = 0无论如何都不能满足,
则F̂ (t) = ∞;

F (t, l) :一个t周期计划问题的最小费用,并且l是

满足l 6 t, Il = 0中最后一个生产装设周期,则有

F (t) = min
l∈{1,··· ,t}

{F (t, l)} . (14)

对于确定的 l, 由引理1可得, 可分别考虑两个更
小规模周期计划问题,即{1, · · · , l − 1}和{l, · · · , t}.
由此给出两组递推公式:

F (t) = min
l∈{1,··· ,t}

{C(t, l) + F̂ (l − 1)}, (15)

F̂ (t) = min
l∈{1,··· ,t}

{Ĉ(t, l) + F̂ (l − 1)}. (16)

其中: C(t, l)为周期计划问题{l, · · · , t}的最小费
用; Ĉ(t, l)为考虑约束It+1 = 0下的周期计划问
题{l, · · · , t}的最小费用, 若约束It+1 = 0无论如何
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都不能满足,则Ĉ(t, l) = ∞. 初始值定义为

C(1, 1) ={
s1 + m1 · p1 + h1 · (m1 − d1), m1 > d1,

s1 + d1 · p1, m1 6 d1,

Ĉ(1, 1) =

{
+∞, m1 > d1,

s1 + d1 · p1, m1 6 d1,

F̂ (0) = 0.

3.3 算算算法法法复复复杂杂杂性性性分分分析析析(Algorithmic complexity
analysis )
由式(15)(16)可知, 如果要求解F̂ (t), 需要对任

意l ∈ {1, · · · , t}计算Ĉ(t, l), 而求解Ĉ(t, l)问题, 对
于固定的 l, 根据l的定义, 存在一个最优解, 最多
发生(t − l + 1)次生产装设, 且每次生产的数量,
除最后一次生产装设之外, 都等于所在装设周
期规定的最小批量. 假设最后生产发生时刻在τ̃ ,

则Xτ̃ = max(mτ̃ ,
t∑

τ=τ̃

dτ − Iτ̃ ). 因此Ĉ(t, l)的复杂

度为O(t), 则T个周期的计划F̂ (T )的算法复杂度
为O(T 3),显然F (T )的算法复杂度与F̂ (T )一致.

3.4 Lagrangean 对对对 偶偶偶 问问问 题题题 次次次 梯梯梯 度度度 优优优 化化化

算算算 法法法(Subgradient optimization for the La-
grangean dual problem )
由于其拉格朗日函数是分段线性且凹的,用次梯

度优化算法解决Lagrangean对偶问题. 次梯度优化
算法是在Lagreagean松弛过程中求解整数规划的常
用手段[20].

次梯度优化的两个关键步骤: 1) Lagrangean乘子
的更新; 2) 步长的选取. 在算法中, Lagrangean乘子
更新为

βk+1 = max
{
0, βk + λk · gk

}
.

其中gk(T维向量)为L(β)在βk处的次梯度, 定义为:

gk = [gk
t ], gk

t =
J∑

j=1

ajX
k
jt − rt.

λk为第k次迭代的步长. 一般情况下, 步长计算
如下:

λk = σk

(
Zu − L(βk)

)

‖gk‖2 .

其中: σk ∈ (0, 2]为调节参数, Zu为一个LD(β)的
上界估计. 在算法实施过程中, 取σ1 = 1.8, Zu =
1.08 · Z∗, Z∗为当前获得的最好的下界. 如果在迭代
过程中, 如果连续20次迭代都没有使得解质量有所
提升, 则σk+1 = 0.8σk, 如果连续100次迭代没有解
质量的提升则算法结束(参数选取参考文献[8]).

3.5 可可可行行行化化化处处处理理理(Procedure for feasibility )
解决Lagrangean对偶问题以后所得的解不一

定是可行解, 尤其是当能力比较紧的时候, 这
个时候需要对这个不可行解做可行化处理. 保
留Lagrangean对偶问题解中对应的装设变量Yit, 重
新优化生产的数量, 此时的原问题可转化为一个简
单的纯线性规划问题.

4 仿仿仿真真真结结结果果果(Computational experiments)
首先为了验证算法的有效性, 测试子问题E-

WW的前向最优递归策略, 用文献[1]同样的数据
同时增加一个最小批量约束,见表1. 通过两组最小
批量来分别验证定理1和定理2.

表 1 E-WW测试数据
Table 1 Test data for E-WW

最小批量
时间 需求 装设成本 库存成本

例1 例2

1 69 85 1 10 100
2 29 102 1 10 50
3 36 102 1 10 200
4 61 101 1 10 80
5 61 98 1 10 100
6 26 114 1 10 150
7 34 105 1 10 30
8 67 86 1 10 20
9 45 119 1 10 120
10 67 110 1 10 80
11 79 98 1 10 70
12 56 114 1 10 70

表 2 数据产生方式

Table 2 Mode of generating the test data

参数名称 生成方式

小规模: J = 500, T = 10

问题定义 中规模: J = 1000, T = 20

大规模: J = 2000, T = 30

周期性需求djt U [100, 1000]

单位产品库存成本hjt U [0, 1]

单位生产成本pjt U [0, 1]

装设成本sj U [50, 100]

单位产品的能力需求aj U [1, 5]

最小批量mjt U [50, 500]

周期能力约束rt kt
P
j

aj · djt

在例1中, 所有的最小批量都小于对应的需求;
在例2中, 最小批量任意选取. 对于例1, 最优解的
生产批量依次为: X = [98, 0, 97, 0, 121, 0, 0, 112,
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0, 67, 135, 0], 目标值: 864和文献[1]的结果一致; 对
于例2, 最优解的生产批量依次为: X = [134, 0,

0, 80, 102, 0, 0, 112, 0, 80, 122, 0],目标值: 906. 所以
在不同批量约束下, E-WW的结果和S-WW结果有
可能差别很大. 参考文献[21]的数据生成方式, 分
别生成大、中、小3种规模的随机问题, 并在能力
紧和松两种方式下进行仿真, 仿真参数在表2中详
细列出. 仿真基于VC++平台, 计算机为PentiumIV
2.8GHz, 1G内存PC, 线性规划求解由Lingo8.0实现.
对于3类问题, 分别产生10组数据, 表3和表4分别
给出两种情况下的平均结果. 在求解Lagrangean对
偶问题, 对于紧能力情形, Lagrangean乘子β初始

值取大一些, 对于松能力情形, β初始值选取尽

量小一些. 通过仿真发现, 初始值的选取对结果
影响不大, 仅仅影响了收敛的速度. 表3和表4中,

Gap =
SOL− LB

LB
× 100%表示所得解和下界LB之

间的对偶间隙. 由仿真结果看出, 最优解的间隙都
在1%以内, 并且在松能力情形下, 无论收敛时间和
解的质量上都比紧能力情形要好得多. 主要原因是
能力宽松时,下界对应的解是可行解的概率相对较
大.

注注注 1 紧能力情形: kt = U [1, 1.5]; 松能力情形: kt =

U [1.5, 2].

表 3 紧能力情形下的仿真结果

Table 3 Computational results with tight capacity

J T Gap/% CPU时间/s 迭代次数

500 10 0.35 27.73 258
1000 20 0.23 85.92 569
2000 30 0.59 203.23 1325
平均值 — 0.39 105.63 —

表 4 松能力情形下的仿真结果

Table 4 Computational results with loose capacity

J T Gap/% CPU时间/s 迭代次数

500 10 0.03 18.64 185
1000 20 0.12 52.59 337
2000 30 0.08 156.73 682
平均值 — 0.076 75.88 —

图1给出了某个小规模问题的Lagrangean对偶问
题的收敛曲线,当能力紧的时候,曲线收敛慢,而当
能力宽松的时候,则迅速收敛. 大、中规模问题与此
类似.

图 1 两种能力约束下的Lagrangean对偶问题收敛曲线
Fig. 1 Convergent curves of the Lagrangean dual problem

under two circumstances of different capacity mode

4.1 总总总结结结(Conclusion)
随着生产制造模式的不断更新,最小批量问题也

显得越来越显著.本课题是对新的生产模式下出现
的生产问题的一种探讨,是对经典CLSP问题的一种
扩展. 整个过程以求解Lagrangean对偶问题为框架,
以解决子问题的最优策略为核心. 以仿真结果验证
算法的有效性. 需要指出的是, 在实际的生产过程
中,还有很多没有考虑到的因素,如在装设费用延用
条件下带最小批量约束的CLSP问题,考虑计划和调
度的集成问题,以及解的鲁棒性问题等等,这些问题
都将可成为以后的研究方向.
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