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摘要:根据连续时间马尔可夫决策过程的平均准则,给出了一种特殊的马尔可夫决策过程－受控排队系统平均
最优以及约束最优的新条件.这个新条件仅使用模型的初始数据,但利用了生灭过程的遍历性理论.可以证明受控
排队系统存在平均最优平稳策略与约束平均最优策略.
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Abstract: For a special Markov decision process based on the continuous-time Markov decision processes with the
average criterion, a new set of conditions is proposed for both the optimality and constrained optimality for a controlled
queuing system. These conditions only employ the initial data of the controlled system, but make use of the ergodicity of a
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1 引引引言言言(Introduction)
人们对连续时间马尔可夫决策过程(continuous-

time Markov decision processes,简记为CTMDP)的平
均最优策略以及约束平均最优策略存在性的研究

已取得了许多令人满意的结果.如文献[1∼3]分别在
转移率无界,报酬率有界与转移率一致有界,报酬率
无界的情形下给出了平均最优策略存在的条件,文
献[4,5]则在转移率与报酬率均无界的情形下给出了
约束平均最优策略存在的条件.本文在转移率一致
有界,报酬与费用率有界的情况下,给出了一种特殊
的CTMDP－受控排队系统平均最优以及约束平均
最优的新条件.

一般使得平均最优策略存在的假设可由两种方

法构造:一种是利用模型中给出的初始数据来构造,
如文献[1,2,4]中的漂移条件; 另一种则是利用非初

始数据来构造,如文献[3]中直接将假设建立在相对
值函数上. 本文则是利用文献[6]中的遍历性理论来
建立一致几何遍历的条件(见假设5),从而可保证相
对值函数有界(见引理2). 由于这个新条件仅建立在
模型的初始数据之上, 而且有关排队系统收敛率的
估计已有了相当完善的结果,如文献[6]中针对生灭
过程利用微分方程的理论得到了其指数收敛率与时

间无关的上界;文献[7]中利用谱间隙对马氏链的指
数收敛率进行了估计;文献[8]则概括了生灭过程的
收敛率.因此相对于文献[3]中的假设来说,本文假设
的验证要简单的多(见注3). 在转移率一致有界, 报
酬与费用率有界的情况下,利用本文给出的新条件,
加上连续紧与不可约的假设, 可以证明受控排队系
统平均最优策略的存在性.

另一方面, 约束最优策略的存在性证明通常是
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在最优性的基础上进行的. 如在文献[4,9]中, 均分
别在已有的平均最优以及折扣最优的假设下, 加
上了一个常用的约束最优的假设, 再利用针对单约
束MDP的Lagrange算子, 就可以得到约束最优策略
的存在性.

由于排队系统是由服务率与到达率来控制的,所
以最后就N个服务设施的排队系统,针对其服务到
达的同时控制给出一个例子, 能验证这个例子能满
足本文的所有假设, 但却很难满足文献[1,2,4]中的
漂移条件(见注4).

2 受受受控控控排排排队队队系系系统统统(Controlled queueing sys-
tems )
一个CTMDP的模型是具有如下意义的五重组:

{S,A, (A(i), i ∈ S), q(j|i, a), r(i, a)},
其中: S = {0, 1, 2, · · · }是可数状态空间, A为行动

空间, B(A)为其上的Borel σ−代数, A(i)(⊂ B(A),
i ∈ S)为系统处于状态i时的允许行动集, 令K :=
{(i, a)|i ∈ S, a ∈ A(i)}, q(j|i, a)是转移函数, 满
足对所有的(i, a) ∈ K且i 6= j, q(j|i, a) > 0,
且q(j|i, a)是保守的和稳定的,即

∑
j∈S

q(j|i, a) = 0, sup
a∈A(i)

[−q(i|i, a)] < ∞, (1)

并且对每个固定的i, j ∈ S, q(j|i, a)是A(i)上的可
测函数. r(i, a)是给定的K上的报酬函数,对每个固
定的i ∈ S, r(i, a)为A(i)上的可测函数.

如果在CTMDP模型的基础上, 加上一个费用
函数c(i, a)(对任意固定的i ∈ S, c(i, a)为A(i)上的
可测函数), 及约束常数β(> 0), 则可得到带约束
的CTMDP:

{S,A, (A(i), i ∈ S), q(j|i, a), r(i, a), c(i, a), β}.
定定定义义义 1 称一族随机核π := (πt, t > 0)为随机

马氏策略,若

1) 对每个i ∈ S及t > 0, πt(·|i)是B(A(i))上的概
率测度,且

2) 对每个i ∈ S及B ∈ B(A), πt(B|i)作为t的函

数是Lebesgue可测的. 如果对所有的i ∈ S及t > 0,
πt ≡ π(·|i),则称π = (π(·|i), i ∈ S)是随机平稳
的. 记F = {f : f(i) ∈ A(i), i ∈ S}为决策函数
集. 如果一个随机平稳策略π = (π(·|i), i ∈ S)是
退化分布, 即存在f ∈ F , 使得对所有的i ∈ S,
π({f(i)}) = 1,则称π是一个平稳策略,此时π由f决

定,所以可视F为平稳策略集. 分别用Π和Πs表示随

机马氏策略集和随机平稳马氏策略集.

对K上的任意一个实值可测函数u(i, a)以及策

略每个π = (πt, t > 0) ∈ Π及t > 0,令

u(i, πt) :=
w

A(i)
u(i, a)πt(da|i), ∀t > 0. (2)

特别地, 当π = f(∈ F )时, 记u(i, π)为u(i, f). 考
虑转移率矩阵Q(πt) := [q(j|i, πt)], 由式(1)可知
Q(πt)也是保守稳定的, 以Q(πt)为转移率矩阵的转
移函数总是存在的, 称其为Q-过程. 这里考虑一种
特殊的马尔可夫决策过程－受控的排队系统.

定定定义义义 2 受控的排队系统是一个特殊的

CTMDP,其转移率满足: 对任意的a ∈ A(i),

q(0|0, a) = −q(0|0, a) = λ0(a).

当i > 1时,

q(j|i, a) :=





µi(a), 若 j = i− 1,

−µi(a)− λi(a),若 j = i,

λi(a), 若 j = i + 1,

0, 其他.

其中: 对任意的i > 1, 服务率µi(a)与到达率λi(a)
为S ×A(i)到[0,∞)上的可测函数.

特别地,当π = f ∈ F时,令

q(j|i, f) :=





µf
i , 若 j = i− 1,

−µf
i − λf

i ,若 j = i,

λf
i , 若 j = i + 1,

0, 其他.

其中: 对任意的i > 1, µf
i := µi(f(i)), λf

i :=
λi(f(i)).

本文的讨论基于下列条件:

假假假设设设 1 a) 转移率是一致有界的,即

sup
i∈S,a∈A(i)

(µi(a) + λi(a)) < ∞.

b) 对每一个i ∈ S, A(i)是紧集.

c) 对任意的i ∈ S, r(i, a), c(i, a), λi(a)及µi(a)
关于a ∈ A(i)连续.

d) 存在常数M1 > 0及M2 > 0,使得

sup
(i,a)∈K

|r(i, a)| 6 M1, sup
(i,a)∈K

c(i, a) 6 M2,

且对所有的(i, a) ∈ K, c(i, a) > 0.

e) 对任意的i > 1与a ∈ A(i),

µi(a) > 0, λi(a) > 0, λ0(a) > 0(a ∈ A(0)),

且
∑
j>1

λf
0λ

f
1 · · ·λf

j−1

µf
1µ

f
2 · · ·µf

j

< ∞.

注注注 1 1) 若a)成立, 则矩阵Q = [q(j|i, a)]对应

的Q−过程是正则的(见文献[1]), 用{x(t), t > 0}表示对
应的状态过程, 用p(s, i, t, j, π)表示相应正则的转移函数.
特别地, 对任意的f ∈ F , 令pf

t (i, j) := p(0, i, t, j, f). 对
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给定的S上的初始分布ν, 分别用Pπ
ν与Eπ

ν表示对应的

概率测度与期望算子. 如果初始分布ν集中于某个状

态i ∈ S(即ν({i}) = 1, 且对所有的j 6= i, 有ν({j}) = 0),
则将Pπ

ν与Eπ
ν分别记为Pπ

i 与Eπ
i .

2) b)和c)就是常用的连续紧性假设, 如在文献[4,5]中

均有用到. d)是为了保证平均准则(定义3)的定义有意义.另

一方面, 结合a)与e), 由文献[10]中的命题5.4.1知受控生灭

系统{x(t), t > 0}有一个唯一不变的概率测度θf ,满足对任

意的i, j ∈ S,有θf (j) = lim
t→∞ pt

f (i, j).

对任意的π ∈ Π , 平均报酬与费用准则定义如
下:

V̄r(π, ν) := lim
T→∞

sup
1
T

Eπ
ν [
w T

0
r(x(t), πt)dt], (3)

V̄c(π, ν) := lim
T→∞

sup
1
T

Eπ
ν [
w T

0
c(x(t), πt)dt]. (4)

报酬最优值函数为

V̄ ∗
r (ν) := sup

π∈Π
V̄r(π, ν). (5)

定定定义义义 3 1) 如果策略π∗ ∈ Π满足

V̄r(π∗, ν) = V̄ ∗
r (ν),

则称π∗为平均最优策略.

2) 对给定约束因子β,称

U := {π ∈ Π : V̄c(π, ν) < β}
为约束策略集. 如果策略π∗ ∈ U满足

V̄r(π∗, ν) = sup
π∈U

V̄r(π, ν),

则称π∗为约束平均最优策略.

为了讨论需要,定义如下:

定定定义义义 4 对每一个折扣因子0 < α < 1,固定一
个任意状态i0 ∈ S,相对值函数uα(i)定义为

uα(i) := V ∗
α (i)− V ∗

α (i0), (6)

其中V ∗
α (i) := sup

π∈Π
Vα(π, i)是α−折扣最优值函数,

Vα(π, i) := Eπ
i

w ∞
0

e−αtr(x(t), πt)dt. (7)

称一个策略π∗ ∈ Π是α−折扣最优的, 如果对所有
的i ∈ S,有Vα(π∗, i) = V ∗

α (i).

对任意定义于S上的实值函数u,定义范数‖u‖ :
=sup

i∈S
|u(i)|以及Banach空间B(S) :={u : ‖u‖<∞}.

假假假设设设 2 对任意的f ∈ F ,受控生灭系统的状态
过程{x(t), t > 0}是一致几何遍历的,即存在不变概
率测度θf , 使得对所有的i ∈ S, u ∈ B(S)及t > 0,

有

sup
f∈F

|Ef
i u(x(t))− θf (u)| 6 Me−Rt‖u‖,

其中 R > 0 与 M > 0 是不依赖于f的常数, 且
θf (u) :=

∑
i∈S

θf (i)u(i).

注注注 2 假设2是用以证明平均最优策略存在性的常用

假设之一,在第3节中将用一个新的条件(假设4)来验证它.

在假设1与2的保证下,可以证明平均最优策略的存在性. 而

下面的假设3则是为了进一步得到约束平均最优策略.

假假假设设设 3 U0 = {π ∈ Π : V̄c(π, µ) < β}非空.

定定定理理理 1 如果假设1与2成立,则

a) 存在一个常数g∗r , 函数u∗r ∈ B(S)及平稳
策略f∗ ∈ F , 满足平均报酬最优方程, 即对任意
的i ∈ S,

g∗r = sup
a∈A(i)

{r(i, a) +
∑
j∈S

q(j|i, a)u∗r(j)} =

r(i, f∗(i)) +
∑
j∈S

q(j|i, f∗(i))u∗r(j). (8)

b) g∗r是平均报酬最优值函数,即

g∗r = V̄ ∗
r (i), ∀i ∈ S.

c) 一个策略f∗ ∈ F是平均最优策略, 当且仅
当f∗满足(8).

d) 若假设3也成立，则必存在一个约束最优策
略,或者是平稳的, 或者是仅于一个状态在两个行
动之间随机取值的随机平稳策略. 即: 存在两个平
稳策略f1, f2, 状态i∗ ∈ S, p ∈ [0, 1], 使得对所有
的i 6= i∗,有f1(i) = f2(i),且随机平稳策略πp(·|i):

πp(a|i) =





p, 若 a = f1(i∗),
1− p, 若 a = f2(i∗),
1, 若 a = f1(i) = f2(i), i 6= i∗

是约束最优的(证明见第3节).

3 平平平均均均最最最优优优的的的新新新条条条件件件(New conditions for av-
erage optimality)
在这一节中,首先给出一个相比之下较容易验证

的新条件,结合假设1可以验证假设2成立.

假假假设设设 4 存在一个正数序列{di, i > 0}及常
数δ > 0,满足

a) inf
i>0

di = d > 0;

b) 对所有的i ∈ S,
di+1

di

λi+1(a) +
di−1

di

µi(a)−
λi(a)− µi+1(a) 6 −δ, d−1 ≡ 0.
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c) 常数L :=
∑
j>1

αj sup
f∈F

λf
0λ

f
1 · · ·λf

j−1

µf
1µ

f
2 · · ·µf

j

< ∞, 其

中αj :=
j−1∑
i=0

di.

注注注 3 假设4是新的, 且它仅建立在模型所给的初始

数据的基础上,能用以证明受控排队系统是一致几何遍历

的(见引理1), 并且还可以进一步证明相对值函数uα(i)有

界(见引理2). 显然,相对于文献[3]中直接假设uα(i)关于折

扣因子α一致有界来说, 本文假设4的验证要简单得多. 因

为uα(i)是由α−折扣最优值函数定义出的,但α−折扣最优
值函数本来就很难得到,直接验证uα(i)的有界性自然不太

容易.

另外在连续时间马尔可夫决策过程中还常用另

一条件:

假假假设设设 5 (漂移条件) 存在S上的非降函数ω >
0, 常数C > 0, b > 0, 使得对所有的i ∈ S与a ∈
A(i),

∑
j∈S

q(j|i, a)ω(j) 6 −Cω(i) + bI{0}(i). (9)

假设5也是用以证明一致几何遍历性的条件之
一(如在文献[1,2]中), 但它很难满足本文在第4节中
所给出的例子.

引引引理理理 1 若假设1与4成立, 则受控排队系统是

一致几何遍历的,即假设2成立,且其中的M =
4L

d
,

R = δ.

证证证 由文献[6]中的定理1可知对任意的f ∈
F及t > 0,存在一个不变概率测度θf ,使得

∑
j∈S

|pf
t (i, j)− θf (j)| 6 4

d
e−δt

∑
j>1

αjθf (j),

且其中:

θf (0) = (1 +
∞∑

j=1

λf
0λ

f
1 · · ·λf

j−1

µf
1µ

f
2 · · ·µf

j

)−1,

θf (j) =
λf

0λ
f
1 · · ·λf

j−1

µf
1µ

f
2 · · ·µf

j

θf (0)(j > 1),

因此有
∑
j∈S

|pf
t (i, j)− θf (j)| 6 4

d
e−δtL,

从而

sup
f∈F

|Ef
i u(x(t))− θf (u)| 6 4L

d
e−δt‖u‖.

引引引理理理 2 若假设1与2成立,则对任意的i ∈ S及

0 < α < 1,有

|uα(i)| 6 2M1M

R
. (10)

证证证 由引理1,文献[11]中的定理3.2以及式(6)知

|uα(i)|6 M1M
w ∞

0
2e−(α+R)tdt 6 2M1M

R
.

定定定理理理1的的的证证证明明明 由引理2知文献[1]中的引理4.1

成立. 由假设1可得|Vα(π, i)| 6 M1

α
. 从而仿照文

献[1]中定理4.1的证明可知本文的定理1-a)1-b)成立,
且满足式(8)的策略f∗ ∈ F是平均最优策略. 现只
需证明如果f∗是平均最优策略, 则f∗满足(8). 反
设f∗不满足式(8), 则存在i0 ∈ S及常数ρ > 0(可能
依赖于i0与f∗),使得对所有的i ∈ S,

g∗r > r(i, f∗) + ρδii0 +
∑
j∈S

q(j|i0, f∗)u∗r(j). (11)

其中δii0 =

{
1,若i = i0,

0,若i 6= i0.

另一方面,由文献[1]中的(4.2)及引理5.1知

g∗r = V̄r(f∗, i) = g(f∗) :=
∑
j∈S

r(j, f∗(j))θf∗(j).

由假设1-e)知, 对每个j ∈ S, 有θf∗(j) > 0, 因此由
式(11),类似于文献[1]中(4.12)的证明可得

g∗r >
∑
j∈S

[r(j, f∗(j)) + ρδii0 ]θf∗(j) > g(f∗)

与f∗为平均最优策略矛盾.

最后证明d): 由假设1-d)知对每个π ∈ Π及i ∈ S,
有|V̄r(π, i)| + |V̄c(π, i)| 6 M1 + M2，仿照 [4]中的
引理3.2的证明可知V̄r(f, ν)与V̄c(f, ν)关于f ∈ F连

续.

下面需要引入一个拉格朗日乘子λ > 0.

对每个i ∈ S及a ∈ A(i),令

bλ(i, a) := r(i, a)− λc(i, a). (12)

可将bλ(i, a)看作新的报酬率, 则类似地可以
定义bλ(π, i), V̄ λ

b (π, i), V̄ λ
b (π, ν)以及V̄ ∗λ

b (i), 且定
理1中的a)b)c)仍然成立. 因此由a)知, V̄ ∗λ

b (i)是一个
常数,用g∗λb 表示,且存在一个函数uλ

b ∈ B(S)使得

g∗λb = sup
a∈A(i)

{bλ(i, a)+
∑
j∈S

q(j|i, a)uλ
b (j)}, ∀i∈S,

(13)
对每个i ∈ S,式(13)的上界可以达到,即集合

A∗
λ(i) := {a ∈ A(i)|g∗λb = bλ(i, a) +

∑
j∈S

q(j|i, a)uλ
b (j)} (14)

是非空的,因此集合

F ∗
λ := {f ∈ F : f(i) ∈ A∗

λ(i), ∀i ∈ S}以及
Πλ

s := {π ∈ Πs : π(A∗
λ(i)|i) = 1, ∀i ∈ S}
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也是非空的,且由文献[4]中的引理3.3知Πλ
s是凸集.

现对每个λ > 0,取定一个策略fλ ∈ F ∗
λ ,分别用

V̄r(λ), V̄c(λ) 及 V̄b(λ) 表示 V̄r(fλ, ν), V̄c(fλ, ν) 与
V̄ λ

b (fλ, ν), 则仿照文献[4]中引理3.4的证明知它们
关于 λ ∈ [0,∞]是非增的. 由定理 1-b)及式(14)知
V̄b(λ) = g∗λb . 仿照文献[4]中引理3.5的证明知V̄b(λ)
关于λ ∈ [0,∞)连续.若存在序列{λk} → λ且fλk ∈
F ∗

λk
, 满足 lim

k→∞
fλk = f , 则仿照文献[4]中引理3.6的

证明即知f ∈ F ∗
λ . 若存在λ0 > 0及π∗ ∈ Πs, 满足

V̄c(π∗, ν) = β且V̄ λ0
b (π∗, ν) = g∗λ0

b , 同文献[4]中引
理4.1的证明可知策略π∗是约束平均最优的.

最后仿照文献[4]中定理2.1的证明知d)成立.

4 例例例子子子(An example)
考虑一个排队系统, 设该系统中服务台的数目

为N(N > 1), 状态i表示每个时刻t > 0时的顾客
数, λ与µ分别为固定的到达率和服务率. h1(a)为由
决策者控制的到达率, h2(a)为由决策者控制的服
务率,当系统状态i ∈ S := {0, 1, · · · }时, 决策者从
给定的集合[0, a∗] ⊂ A中选择一个行动a,使得到达
参数增加的同时(h1(a) > 0), 相应的服务参数也增
加(h2(a) > 0). 这些行动可带来一个单位时间里的
费用(c(a) > 0). p min{i,N}为系统处于状态i时,决
策者获得的报酬(p为单位顾客带来的固定报酬).笔
者知这是一个受控排队系统,对应的转移率,报酬与
费用函数分别定义如下:

当i = 0时,对任意的a ∈ A(0):

q(1|0, a) = −q(0|0, a) = λ > 0; (15)

当i > 1时,对任意的a ∈ A(i):

q(j|i, a) :=



µmin{i,N}+ h2(a), j = i− 1,

−µmin{i,N} − h2(a)− λ− h1(a), j = i,

λ + h1(a), j = i + 1,

0, 其他,

r(i, a) := p min{i,N}−c(a), c(i, a) := c(a). (16)

对于上述排队系统，假设

E1) 当N = 1时, µ∗ > λ∗ > 0; 当N > 2时,
(N − 1)µ > λ∗ > 0,且h1(a) > 2h2(a). 其中

λ∗ := sup
a∈[0,a∗]

{λ+h1(a)}, µ∗ := inf
a∈[0,a∗]

{µ+h2(a)}.

E2) h1(a), h2(a)与c(a)关于a ∈ [0, a∗]连续且有
界.

E3) β > c(a∗) (β是给定的约束常数).

命命命题题题 1 当E1)E2)与E3)成立时, 本例所给出的

排队系统满足假设1,2与3，因此由定理1和定理2知
平均最优平稳策略与约束最优策略均存在.
证证证 由E2)知

sup
i∈S,a∈[0,a∗]

(µi(a) + λi(a)) 6

Nµ+λ+ sup
a∈[0,a∗]

|h1(a)|+ sup
a∈[0,a∗]

|h2(a)|<∞,

即假设1-a)成立,因为对任意的i ∈ S, A(i) ≡ [0, a∗],
故假设1-b)成立. 再由E2)与式(16)知假设1-c)与1-d)
成立,由E1)与式(15)知假设1-e)成立.
由引理1知, 可以通过验证假设4来代替假设2的

验证:

i) 当N = 1时,令di = (
√

µ∗√
λ∗

)i(i > 0), d−1 ≡ 0.

由d = inf
i>0

di = 1 > 0知假设4-a)成立. 对任意

的i > 0,
di+1

di

λi+1(a) +
di−1

di

µi(a)− λi(a)− µi+1(a) =
√

µ∗√
λ∗

[λ + h1(a)] +

√
λ∗√
µ∗

[µ + h2(a)]−

λ− h1(a)− µ− h2(a) 6
√

µ∗√
λ∗

λ∗ +

√
λ∗√
µ∗

µ∗ = −(
√

µ∗ −
√

λ∗)2.

可取δ = (
√

µ∗ −
√

λ∗)2 > 0使得假设4-b)成立.
另一方面,

L =
∑
j>1

αj sup
f∈F

λf
0λ

f
1 · · ·λf

j−1

µf
1µ

f
2 · · ·µf

j

6
∑
j>1

αj(
λ∗

µ∗
)j,

其中

αj =
j−1∑
i=0

(
√

µ∗√
λ∗

)i =

√
λ∗

√
µ∗ −

√
λ∗

[(
√

µ∗√
λ∗

)j − 1],

从而

L 6
√

λ∗
√

µ∗ −
√

λ∗
[
∑
j>1

(

√
λ∗√
µ∗

)j − ∑
j>1

(
λ∗

µ∗
)j] =

λ∗

µ∗ − λ∗

√
µ∗√

µ∗ −
√

λ∗
,

即假设4-c)成立.

ii) 当N > 2时, 令di = (
N

N − 1
)i(i > 0), d−1 ≡

0. 由 d = inf
i>0

di = 1 > 0 知假设4-a)成立. 对任意

的i > 0,
di+1

di

λi+1(a) +
di−1

di

µi(a)− λi(a)− µi+1(a) =

N

N − 1
[λ + h1(a)] +

N − 1
N

[Nµ + h2(a)]−

λ− h1(a)−Nµ− h2(a)− (µ− λ

N − 1
).
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取δ = µ− λ

N − 1
> 0知假设4-b)成立.

另一方面,

L 6
N−1∑
j=1

αj(
λ∗

µ
)j +

∞∑
j=N

αj(
λ∗

Nµ
)j,

而级数
∞∑

j=N

αj(
λ∗

Nµ
)j =

(N − 1)
∞∑

j=N

(
N

N − 1
λ∗

Nµ
)j − (N − 1)

∞∑
j=N

(
λ∗

Nµ
)j,

从而L < ∞, 假设4-c)成立. 结合i)与ii), 由引理1知
假设2成立. 最后令f ≡ a∗,由式(16)与式(4),对应的
平均费用V̄c(f, ν) ≡ c(a∗),结合E3)知假设3成立,因
此由定理1知,上述模型存在平均最优平稳策略与约
束最优策略.

注注注 4 下面考虑在第3节中提到的假设5(漂移条件).
在本例中,这一条件很难满足. 事实上,当i > N时,

P
j∈S

q(j|i, a)ω(j) =

Nµ[ω(i− 1)− ω(i)] + λ[ω(i + 1)−
ω(i)] + h1(a)[ω(i + 1)− ω(i)].

若取ω(i) = akik + ak−1ik−1 + · · · + a0, 则上式应为一

个最高次等于k − 1的多项式, 不可能满足式(9). 而在

利用假设5的文章中往往取ω(i) = i + 1(如文献[1,2,4]或

者ω(i) = i(如文献[11,12]),这对于本例来说都无法成立.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文在转移率, 报酬与费用函数均有界的情况

下, 针对一种特殊的CTMDP －受控排队系统给出
了其平均最优以及约束平均最优的新条件.相比于
文献[3]中利用非初始数据所建立的条件来说，本
文的新条件要容易验证; 而文献[1,2,4,11,12]中的漂
移条件又不能满足本文例子中的要求. 不过由于本
文所给出的新条件是针对于受控排队系统的，因此

笔者的下一步工作可致力于找出对一般CTMDP的
平均最优以及约束平均最优的新条件.

另一方面,本文证明了受控排队系统约束最优策
略的存在性,但没有给出策略的具体算法,这也是值
得笔者进一步研究的问题.
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