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摘要:研究了不确定脉冲系统动态输出反馈H∞控制问题.考虑了两类脉冲形式: 一类脉冲是扰动型的,一类脉冲
是稳定型的. 对每类脉冲系统,给出了鲁棒稳定性和具有有限L2增益的充分条件.并在此基础上,基于线性矩阵不
等式,得到了H∞动态输出反馈控制器存在的充分条件.最后,数值例子说明了本文结果的有效性.
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Abstract: The problem of robust dynamic output feedback H∞ control is investigated for uncertain impulsive systems.
Two types of impulses are considered: one is destabilizing, the other one is stabilizing. For each class of impulsive
systems, sufficient conditions for robust stability and weighted limited L2 gain are developed. Furthermore, based on linear
matrix inequalities, sufficient conditions for the existence of dynamic output feedback H∞ controller are derived. Finally,
numerical examples are provided to demonstrate the effectiveness of the proposed design methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
许多实际系统的发展过程往往存在瞬时突变现

象.脉冲微分系统是描述和刻画这类现象较为合适
的数学模型[1,2]. 对于传统的连续系统, 如混沌系
统、生态系统和经济系统,通过引入脉冲控制,也可
以取得较好的控制效果[2]. 从系统结构来看,脉冲系
统可以看成由连续时间系统和离散时间系统组成的

混合系统.其中连续时间系统描述了系统状态在相
邻脉冲时刻之间的运动,离散时间系统描述了在脉
冲时刻状态的瞬间改变方式.

近年来, 对存在外界输入的脉冲系统的性能分
析和鲁棒控制的研究引起了很多学者的关注. 文
献[3]研究了非线性脉冲系统的稳定性与耗散性;文
献[4∼6]分别研究了线性脉冲系统、奇异线性脉冲
系统和切换奇异线性脉冲系统的状态反馈H∞控制

问题, 文献[7]研究了线性脉冲系统的H∞滤波设计

问题.上述文献考虑的脉冲系统均要求脉冲是稳定
型,即要求脉冲系统中的离散系统是稳定的. 在实际

应用中, 很多脉冲系统中的脉冲是作为连续系统的
瞬时扰动出现的, 这相当于脉冲系统中的离散系统
是不稳定的情形. 为避免扰动的脉冲破坏系统的性
能, 需要对脉冲的强度和频率作必要的限制. 因此,
文献[3∼7]的方法并不适用于研究脉冲是扰动型的
脉冲系统的控制问题.就作者所知,还没有关于脉冲
系统动态输出反馈H∞控制问题研究的相关报道．
本文将研究线性脉冲系统动态输出反馈H∞控

制问题,分别就脉冲是稳定型和扰动型的,基于线性
矩阵不等式(LMIs),建立了动态输出反馈H∞控制器
存在的充分条件.

2 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下不确定脉冲系统:




ẋ(t)=A1(t)x(t)+B(t)u(t)+H1w(t), t 6= tk,

∆x(t) = (A2(t)− I)x(t), t = tk,

y(t) = C1(t)x(t) + C2(t)u(t),

z(t)=E1(t)x(t)+E2(t)u(t)+H2w(t),

x(t0) = x0, t0 = 0.

(1)
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其中: x(t) ∈ Rn是系统的状态, u(t) ∈ Rm是系统

的控制输入, w(t) ∈ Rp是属于L2[0,∞]空间上的外
界扰动输入, y(t) ∈ Rr是系统的测量输出, z(t) ∈
Rq是系统的控制输出; ∆x(tk) = x(t+k )−x(t−k )代表
系统内部脉冲扰动,其中: x(t+k ) = lim

h→0+
x(tk + h),

x(tk) = x(t−k ) = lim
h→0+

x(tk − h), 0 < t1 < t2 <

· · · < tk < · · · (tk →∞当 t →∞时). Hi, i = 1, 2
是已知的常数矩阵, A1(t), A2(t), B(t), C1(t), C2(t),
E1(t), E2(t)是时变不确定矩阵函数,且

Ai(t) = Ai + ∆Ai(t), B(t) = B + ∆B(t),
Ci(t) = Ci + ∆Ci(t), Ei(t) = Ei + ∆Ei(t),

其中: Ai, B, Ci, Ei为已知常数矩阵, ∆Ai(t), ∆B(t),
∆Ci(t), ∆Ei(t)是时变参数不确定的未知矩阵,
i = 1, 2. 假设参数不确定性是范数有界的, 即
∆A2(t) = D4F2(t)N2,


∆A1(t) ∆B(t)
∆C1(t) ∆C2(t)
∆E1(t) ∆E2(t)


 =




D1

D2

D3


F1(t)[N1 N1b],

其中: Di, i = 1, 2, 3, 4及N1, N2, N1b为已知矩阵.
Fi(·)为 Lebesgue 可测的未知函数矩阵, 且满足
FT

i (t)Fi(t) 6 I , i = 1, 2.

在本文中, 将考虑如下全阶动态输出反馈控制
器: 




˙̂x(t) = Acx̂(t) + Bcy(t), t 6= tk,

x̂(t+) = Adx̂(t), t = tk,

u(t) = Ccx̂(t).

(2)

其中: x̂(t) ∈ Rn是控制器状态, Ac, Bc, Cc, Ad为待

设计的控制器参数矩阵. 将式(2)代入式(1)得闭环系
统



˙̄x(t)=(Ā1+D̄1F1(t)N̄1b)x̄(t)+H̄1w(t), t 6= tk,

x̄(t+) = (Ā2 + D̄4F2(t)N̄2)x̄(t), t = tk,

z(t) = (Ē1 + D3F1(t)N̄1b)x̄(t) + H2w(t).
(3)

其中:

x̄T(t) =
[
xT(t) x̂T(t)

]
,

Ā1 =

[
A1 BCc

BcC1 Ac + BcC2Cc

]
, D̄1 =

[
D1

BcD2

]
,

Ā2 =

[
A2 0
0 Ad

]
, D̄4 =

[
D4

0

]
, H̄1 =

[
H1

0

]
,

N̄2 =[N2 0], Ē1 =[E1 E2Cc], N̄1b =[N1 N1bCc],

本文要研究的问题是对给定的γ > 0,为系统(1)

设计动态输出反馈控制器(2), 使得对所有允许的
不确定性, i) 当w(t) = 0时, 闭环系统(3)渐近稳
定; ii) 闭环系统(3)具有不超过γ的有限L2增益, 即
在零初始条件下, 对任意的 T > 0, 任意的w(t) ∈
L2[0, T ],有

w T

0
‖z(t)‖2dt 6 γ2

w T

0
‖w(t)‖2dt.

3 鲁鲁鲁棒棒棒H∞控控控制制制(Robust H∞-control)
首先研究脉冲是扰动型的闭环系统(3)的有限L2

增益问题.

定定定理理理 1 对某个给定的常数γ > 0, β > 0,
若存在矩阵P > 0, Q > 0及标量µ > 1, εi > 0,
i = 1, 2, 3,使得以下矩阵不等式成立:

µ̄1P + Φ1 + ε1PD̄1D̄
T
1 P + ε1

−1N̄T
1bN̄1b<0, (4)



−µP ĀT
2 P N̄T

2 0
∗ −P 0 PD̄4

∗ 0 −ε2I 0
0 ∗ 0 −ε−1

2 I


 < 0, (5)




Φ1 PH̄1 ĒT
1 PH̄1 PD̄1 N̄T

1b

∗ Φ2 HT
2 0 0 0

∗ ∗ −I 0 D3 0
∗ 0 0 −µ−1Q 0 0
∗ 0 ∗ 0 −ε−1

3 I 0
∗ 0 0 0 0 −ε3I




< 0, (6)

其中: Φ1 = ĀT
1 P + PĀ1, Φ2 = −γ2I + µQ, µ̄1 =

2 ln µ

β
,则对任意满足inf

k
{tk− tk−1} > β的脉冲时间

序列{tk}, 闭环系统(3)是鲁棒渐近稳定的且具有不
超过γ的有限L2增益.

证证证 取Lyapunov函数V (x̄) = x̄TPx̄, 记V (t) =
V (x̄(t)). 首先证明当w(t) = 0时,系统(3)渐近稳定.
由Schur补,式(5)等价于

ĀT
2

(
P−1 − ε2D̄4D̄

T
4

)−1
Ā2 + ε−1

2 N̄T
2 N̄2 < µP.

由上述不等式及文献[9]中的引理2.2,有

V (t+k ) 6 x̄T(tk)[ĀT
2 (P−1 − ε2D̄4D̄

T
4 )−1Ā2 +

ε−1
2 N̄T

2 N̄2]x̄(tk) 6 µV (tk). (7)

当t ∈ (tk, tk+1]时,由式(3)(4)及文献[9]中的引理2.2,
对任意的ε1 > 0,有

V̇ (t) 6 x̄T(t)(PĀ1 + ĀT
1 P + ε1PD̄1D̄

T
1 P +

ε−1
1 N̄T

1bN̄1b)x̄(t) 6 −µ̄1V (t). (8)

由此得到

V (t) 6 e−µ̄1(t−tk)V (t+k ), t ∈ (tk, tk+1]. (9)

注意到inf
k
{tk − tk−1} > β蕴含着k 6 t− t0

β
, 利用
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式(7)与(9),递推可得到,当t ∈ (tk, tk+1],

V (t) 6 µk+1e−µ̄1(t−t0)V (t0) 6
µe−

ln µ
β (t−t0)V (t0),

由此得到闭环系统(3)当w(t) = 0时是渐近稳定的.

下证在零初始条件下, 闭环系统(3)具有不超
过γ的有限L2增益.对于t ∈ (tk, tk+1], 由式(3)及(4),
有

V̇ (t) 6 −µ̄1V (t) + 2x̄T(t)PH̄1w(t),

故可推出

V (t) 6 e−µ̄1(t−tk)V (t+k ) + 2
w t

tk

e−µ̄1(t−s) ×
x̄T(s)PH̄1w(s)ds, t ∈ (tk, tk+1]. (10)

特别地,

V (tk+1) 6 e−µ̄1βV (t+k ) + 2
w tk+1

tk

α(s)ds, (11)

其中α(s) =
∣∣x̄T(s)PH̄1w(s))

∣∣. 利用式(7),得到

V (t+k+1) 6 V (tk) + 2µ
w tk+1

tk

α(s)ds. (12)

因此,对任意的T ∈ (tk, tk+1],由式(12)及文献 [9]中
的引理2.2,对任意的矩阵Q > 0,有w T

0
V̇ (t)dt =

w T

tk

V̇ (t)dt +
k∑

i=1

w ti

ti−1

V̇ (t)dt =

V (T ) +
k∑

i=1

(V (ti)− V (t+i )) >

V (T ) +
k∑

i=1

[V (ti)− V (ti−1)−

2µ
w ti

ti−1

α(s)ds] > −2µ
w T

t0
α(s)ds. (13)

令

ηT(t) = [x̄T(t) wT(t)],

Ẽ(t) = [Ē1 + D3F1(t)N̄1b H2],

ηe(t) = Ẽ(t)η(t), ξT(t) = [x̄T(t) wT(t) ηT
e (t)].

定义

JT =
w T

0

[‖z(t)‖2 − γ2‖w(t)‖2
]
dt,

则由V (0)=0、式(13)及

2α(t)6 x̄T(t)PH̄1Q
−1H̄T

1 Px̄(t) + wT(t)Qw(t)

可得

JT 6w T

0
[‖z(t)‖2−γ2‖w(t)‖2 + V̇ (t)]dt−

w T

0
V̇ (t)dt6

w T

0
ξT(t)(Θ+ΓDF1(t)ΓN +ΓT

NFT
1 (t)ΓT

D)ξ(t)dt.

(14)

其中: ΓT
D = [D̄T

1 P 0 DT
3 ], ΓN = [N̄1b 0 0]及

Θ =


Φ1 + µPH̄1Q
−1H̄T

1 P PH̄1 ĒT
1

∗ −γ2I + µQ HT
2

∗ ∗ −I


 .

由文献[9]中的引理2.2,对任意的常数ε3 > 0,有

ΓDF1(t)ΓN +ΓT
NFT

1 (t)ΓT
D 6ε3ΓDΓT

D +ε−1
3 ΓT

NΓN .

由Schur补,式(6)等价于

Θ + ε3ΓDΓT
D + ε−1

3 ΓT
NΓN < 0, (15)

所以由式(14)和(15),得到w T

0
‖z(t)‖2dt 6 γ2

w T

0
‖w(t)‖2dt,

即闭环系统(3)具有不超过γ的有限L2增益. 证毕.

值得注意的是,在矩阵不等式(4)∼(6)中,控制器
参数未知,且以非线性形式出现. 为了利用MATLAB
中的LMI工具箱求解控制器参数, 下面将运用变量
替换的方法[8],对给定的标量ε1, ε2, ε3,将非线性矩
阵不等式的(4)∼(6)可解性问题化为线性矩阵不等
式的可解性问题.

首先对矩阵P和它的逆作如下分块:

P =

[
P11 P12

PT
12 P22

]
, P−1 =

[
S11 S12

ST
12 S22

]
,

其中: P11, P22, S11, S22 ∈ Rn×n. 由PP−1 = I推出

P12S
T
12 = I − P11S11. 定义

M =

[
S11 I

ST
12 0

]
, N =

[
I P11

0 PT
12

]
,

则PM = N . 定义新的控制器变量为



Âc = P11A1S11 + B̂cC1S11 + P11BĈc+

P12AcS
T
12 + B̂cC2Ĉc,

B̂c = P12Bc, Ĉc = CcS
T
12,

Âd = P11A2S11 + P12AdS
T
12.

(16)

因此, 给定正定矩阵P11和S11, 以及可逆矩阵P12和

S12, 控制器参数矩阵Ac, Bc, Cc和Ad可以唯一地由

Âc, B̂c, Ĉc和Âd决定.

定定定理理理 2 考虑不确定脉冲系统(1). 若对给定的
标量γ > 0, β > 0,存在标量µ>1, εi > 0, i=1, 2, 3,
存在矩阵P11 > 0, S11 > 0, Q > 0, Âc, B̂c, Ĉc, Âd,
使得以下线性矩阵不等式成立:
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

Ω11 + µ̄1S11 Ω12 + µ̄1I Ω17 D1

∗ Ω22 + µ̄1P11 NT
1 Ω26

∗ ∗ −ε1I 0
∗ ∗ 0 −ε−1

1 I


 < 0,

(17)


−µS11 −µI S11A
T
2 ÂT

d S11N
T
2 0

∗ −µP11 AT
2 AT

2 P11 NT
2 0

∗ ∗ −S11 −I 0 D4

∗ ∗ ∗ −P11 0 P11D4

∗ ∗ 0 0 −ε2I 0
0 0 ∗ ∗ 0 −ε−1

2 I




<0,

(18)


Ω11 Ω12 H1 Ω14 H1 D1 Ω17

∗ Ω22 P11H1 ET
1 P11H1 Ω26 NT

1

∗ ∗ Φ2 HT
2 0 0 0

∗ ∗ ∗ −I 0 0 0
∗ ∗ 0 0 −µ−1Q 0 0
∗ ∗ 0 0 0 −ε−1

3 I 0
∗ ∗ 0 0 0 0 −ε3I




<0,

(19)

其中:

µ̄1 = 2
lnµ

β
,

Ω11 = A1S11 + BĈc + (A1S11 + B1Ĉc)T,

Ω22 = P11A1 + B̂cC1 + (P11A1 + B̂cC1)T,

Ω12 = A1 + ÂT
c , Ω14 = S11E

T
1 + ĈT

c ET
2 ,

Ω17 = S11N
T
1 + ĈT

c NT
1b, Ω26 = P11D1 + B̂cD2,

则存在形如(2)的输出反馈控制器, 其参数由式(16)
定义, 对任意满足inf

k
{tk − tk−1} > β的脉冲时间

序列{tk}, 闭环系统(3)鲁棒渐近稳定, 且具有不超
过γ的有限L2增益.

证证证 由Schur补,不等式(4)等价于


µ̄1P + ĀT
1 P + PĀ1 N̄T

1b PD̄1

∗ −ε1I 0
∗ 0 −ε−1

1 I


<0. (20)

在式(20)左右两边分别乘以{MT, I, I}及其转置即
可得到式(17). 对式(5)两边分别乘以{MT,MT, I,

I}及其转置即可得到式(18). 类似地, 可以证明
式(6)等价于式(19).

在定理1和定理2中, µ > 1,这意味着脉冲可能会
破坏连续系统的稳定性. 接下来, 讨论脉冲是稳定
型时, 脉冲系统(1)动态输出反馈H∞控制器的设计

问题.

定定定理理理 3 若对某个给定的常数γ > 0,存在对称
矩阵P > 0,标量ε1 > 0, ε2 > 0,使得以下矩阵不等
式成立:



ĀT
1 P + PĀ1 PH̄1 ĒT

1 PD̄1 N̄T
1b

∗ −γ2I HT
2 0 0

∗ ∗ −I D3 0
∗ 0 ∗ −ε−1

1 I 0
∗ 0 0 0 −ε1I




< 0,

(21)

−P ĀT

2 P N̄T
2

∗ −P + ε2PD̄4D̄4P 0
∗ ∗ −ε2I


 < 0,

(22)

则对于任何脉冲时间序列,闭环系统(3)鲁棒渐近稳
定且具有不超过γ的有限L2增益.

受篇幅限制,略去定理3的证明. 条件(22)蕴涵闭
环系统(3)的离散系统是稳定的,即脉冲起稳定作用.
从而脉冲发生的频率对脉冲系统的稳定性没有影

响.

采用定理2的变量替换方法,可以得到相应的动
态输出反馈控制器存在的充分条件.

定定定理理理 4 考虑不确定脉冲系统(1). 若对某个给
定的常数γ > 0,以及给定的标量ε1 > 0, ε2 > 0,存
在矩阵P11 > 0, S11 > 0, Âc, B̂c, Ĉc, Âd, 使得以下
线性矩阵不等式成立:



Ω11 A1 + ÂT
c H1 Ω14 D1 Ω17

∗ Ω22 P11H1 ET
1 Ω26 NT

1

∗ ∗ −γ2I HT
2 0 0

∗ ∗ ∗ −I D3 0
∗ ∗ 0 ∗ −ε−1

1 I 0
∗ ∗ 0 0 0 −ε1I




< 0,

(23)


−S11 −I S11A
T
2 ÂT

d S11N
T
2 0

∗ −P11 AT
2 AT

2 P11 NT
2 0

∗ ∗ −S11 −I 0 D4

∗ ∗ ∗ −P11 0 P11D4

∗ ∗ 0 0 −ε2I 0
0 0 ∗ ∗ 0 −ε−1

2 I




< 0,

(24)

则存在形如式(2)的输出反馈控制器, 其参数由
式(16)定义, 对任意脉冲时间序列, 闭环系统(3)鲁
棒渐近稳定,且具有不超过γ的有限L2增益.
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4 数数数值值值例例例子子子(Numerical examples)
例例例 1 考虑脉冲系统(1)的动态输出反馈H∞控制

问题,其中系统参数如下:

A1 =

[
0 1
1−2

]
, A2 =

[
1.3 0.1
0 1.3

]
,

N2 =

[
0.2 0.1
0 0.2

]
, C1 =

[
0.5 1
0 1

]
,

C2 =

[
0.3
0.1

]
, B=

[
1
1

]
, H1 =

[
0.5
0.3

]
,

H2 = 0.3, E1 = [1 0.5] , E2 = 0.3,

N1 = 0.1I, D1 = D2 = D4 = I,

D3 = [1 1], NT
1b =[0.05 0.05] .

注意到A2的谱半径是1.3, 所以上述系统的脉冲是
扰动型的, 应用定理2设计动态输出反馈H∞控制

器(2). 假设脉冲时间间隔满足tk − tk−1 > β = 0.5,
对于L2增益水平γ = 1, 选取µ = 2.8, ε1 = 0.15,
ε2 = 0.25, ε3 = 0.13, LMI(17)∼(19)可解,相应的动
态输出反馈器(2)的参数如下:

Ac =

[
− 12.5124 − 0.1817
−617.5018 188.1709

]
,

Cc = [6.0479 11.0301] ,

Ad =

[
1.3168 0.0063
2.9363 −0.3047

]
,

Bc =

[
− 1.0517 − 1.8333

−168.0540 −60.2795

]
.

图 1 给出了当初始状态 x0 = (−2.4, 1.5),
w(t) = sin(t/(t + 1)), tk − tk−1 = 0.5, F1(t) =
diag{cos t, sin t}, F2(t) = diag{| cos t|, | sin t|},系
统状态在上述动态反馈控制律作用下的运动轨迹.

图 1 例1的闭环系统的状态轨迹

Fig. 1 States of the closed-loop system in Example 1

例例例 2 考虑脉冲系统(1)的动态输出反馈H∞控制

问题,其中系统数据给定如下:

A1 =

[
0.7 1
0 0.5

]
, A2 =

[
−0.6 0

0 −0.7

]
,

N2 =

[
0.2 0.1
0 0.2

]
, C1 =

[
0.5 1
0 1

]
,

C2 =

[
0.3
0.1

]
, B =

[
0.5
1

]
, H1 =

[
0.3
0.4

]
,

H2 = 0.1, E1 = [1 0.5], E2 = 0.1,

NT
1b = [0.1 0.1], D1 = D2 = D4 = I,

D3 = [−0.2 − 0.1], N1 = 0.1I.

注意到A2的谱半径是0.7, 上述系统的脉冲是稳定
型的, 应用定理4设计动态输出反馈H∞控制器. 对
于L2增益水平γ = 1, 选取ε1 = 0.04, ε2 = 0.16,
LMI(23)(24)可解,相应的动态输出反馈控制器(2)的
参数如下:

Ac =

[
− 18.7039 − 0.2553
−135.3866 8.8084

]
,

Ad =

[
−0.7503 − 0.0167
−0.8013 − 0.3764

]
,

Bc =

[
− 8.0523 − 11.7441

−129.4567 − 53.5444

]
,

Cc = [1.9476 1.6740].

图2给出了当初始状态 x0 = (−2.5, 2.1), w(t)=
sin(t/(t + 1)), tk − tk−1 = 0.45, F1(t) =
diag{cos(t/2), sin(t/2)}, F2(t) = diag{| cos(t/2)|,
| sin(t/2)|}, 系统状态在上述动态反馈控制律作用
下的运动轨迹.

图 2 例2的闭环系统的状态轨迹

Fig. 2 States of the closed-loop system in Example 2
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5 结结结束束束语语语(Conclusions)
本文研究了不确定脉冲系统动态输出反馈H∞

控制问题.针对脉冲是扰动型和脉冲是稳定型的两
类不同的脉冲系统,基于线性矩阵不等式,给出了动
态输出反馈控制器的设计方法. 最后,数值例子验证
了方法的有效性.
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