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基基基于于于RBF神神神经经经网网网络络络的的的非非非线线线性性性时时时间间间序序序列列列在在在线线线预预预测测测

张冬青, 宁宣熙, 刘雪妮

(南京航空航天大学经济与管理学院,江苏南京 210016)

摘要: 针对非线性非高斯时间序列, 提出观测噪声服从隐马尔可夫模型(HMM)的径向基函数(RBF)神经网
络(RBF-HMM)预测模型,其特点在于模型输入包含误差反馈项、RBF网络隐含层节点数的可变性和观测噪声的隐
马尔可夫性;并采用序列蒙特卡罗(SMC)方法实现基于RBF-HMM模型的时间序列在线预测. 最后采用太阳黑子数
平滑月均值数据和CRU国际钢材价格指数月数据进行实证研究,结果表明该模型的有效性.
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On-line prediction of nonlinear time series using RBF neural networks
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Abstract: For the nonlinear and non-Gaussian time series, a novel predictive model—the RBF-HMM model is proposed
based on the radial basis function(RBF) neural network with measurement noise being assumed to be of a hidden Markov
model(HMM). The characteristics of this model include: 1) the predictive errors of RBF neural network are associated with
the input of RBF-HMM model; 2) the number of hidden neurons varies with time; 3) the measurement noise is assumed to
be HMM distributed. Sequential Monte Carlo(SMC) method is then applied to the on-line prediction for time series in RBF-
HMM model. Finally, the smoothed data of the monthly mean sunspot numbers and CRU(the Britain Commodity Research
University) steel price index are analyzed. The experimental results indicate that the RBF-HMM model is effective.
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1 引引引言言言(Introduction)
目前,大多数时间序列均是采用标准的自回归滑

动平均(ARMA)模型[1]来进行建模,即假设被研究的
时间序列服从2阶平稳且噪声驱动机制为高斯白噪
声的线性模型. 然而,现实生活中绝大多数时间序列
却呈现非线性,为此Billings等人提出非线性自回归
滑动平均(NARMA)模型[2], 它具有形式简洁、高度
概括等特点. 然而对于NARMA模型而言,除了少数
情况外, 其非线性函数都难以用精确的数学模型描
述, 由于神经网络能以任意精度逼近任意的非线性
函数[3],因此本文采用径向基函数(RBF)神经网络进
行非线性时间序列建模. 另一方面,已有关于神经网
络用于时间序列分析的文献, 都是假设观测噪声服
从高斯分布[4∼6], 事实上, 这个假设过于简单, 而且
在有些场合并不适合,因此本文尝试用隐马尔可夫
模型(HMM)来对噪声进行非高斯建模.

本文提出观测噪声服从隐马尔可夫模型的径向

基函数神经网络(RBF-HMM)预测模型,并用序列蒙
特卡罗(SMC)方法实现其在线预测.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
2.1 NARMA模模模型型型(NARMA model)

Billings等[2]于1989年提出如下NARMA模型:

ŷt = f(yt−1, · · · , yt−p, et−1, · · · , et−q) + et. (1)

式中: {yt−1, · · · , yt−p}为观测序列, ŷt为预测值, {et,

et−1, · · · , et−q}为观测噪声序列, 由于很难得到, 本
文用相应的预测误差来代替, 即et−1 = yt−1 −
ŷt−1, · · · , et−q =yt−q − ŷt−q; f(yt−1, · · · , yt−p, et−1,

· · · , et−q)为非线性函数.

由式(1)可知, NARMA模型预测的关键是确定非
线性函数具体表达式,然而这并非易事,因此许多学
者借助神经网络来逼近它. 相对于其他神经网络而
言, RBF网络具有学习速度快、逼近能力强等特点而
备受瞩目, 所以本文选取节点数可变的RBF网络来
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描述NARMA模型中的非线性函数.

关于噪声项et的分布, 本文假设它服从HMM过
程. 这个假设有其深刻的哲学含义: 因为在实际经
济社会系统或工程系统中, 任何时间序列的产生都
有其内在驱动机制,只是有些时间序列的内在驱动
机制不太明显,只能通过相应的观测序列进行推断,
HMM正好能够从更深层次刻画它. 本文预测模型结
构如图1所示.

图 1 基于神经网络预测模型的结构框图

Fig. 1 Framework of neural networks prediction model

2.2 可可可变变变节节节点点点数数数的的的RBF神神神经经经网网网络络络(Variable hidden
neurons RBF model)
本节讨论图 1 中神经网络的建模, 采用形如

Holmes等提出由kt个隐节点的RBF网络和线性回归
项组成的混合RBF网络模型[7]:



ỹt = bt + βT
t xt, kt = 0,

ỹt =
kt∑

j=1

at,jφ(‖xt−ct,j‖)+bt+βT
t xt, kt > 1.

(2)

式中: xt = (yt−1, · · · , yt−p, et−1, · · · , et−q)T, ỹt分

别为RBF网络的输入和输出; || · ||为距离度量;
φ(·)为径向基函数; ct,j, at,j分别为t时刻RBF网
络第j个隐节点的中心和输出权重; bt和βt =
(βt,1, · · · , βt,p+q)为回归系数. 简单起见, 令Dt =
(yt−1, · · · , yt−p, et−1, · · · , et−q, φ(xt, ct,1), · · · , φ(xt,

ct,kt
)),αt = (bt, βt,1, · · · , βt,d, at,1, · · · , at,kt

)T, 其
中d = p + q,式(2)可表示为如下向量形式:

ỹt = Dtαt. (3)

至于径向基函数选择, 借鉴文献[8], 本文选取形
如φ(x) = e−λx2

高斯径向基函数, λ为扩展系数.

2.3 HMM噪噪噪声声声模模模型型型(HMM noise model)
图1中观测噪声et可以用HMM进行建模. HMM

最早出现于1957年, 由于其具有坚实的数学理论基
础,近年来得到广泛应用. HMM是一个双内嵌式随
机过程,即HMM是由两个随机过程组成: 一个是隐
含的状态序列;另一个是与隐状态有关的观测序列.

其中隐状态序列不可观测, 只能通过观测序列进行
推断[9].

HMM的状态空间模型为

{
zt ∼ p(zt|zt−1, At),
et ∼ f(et|zt, Bt),

其中: zt是时刻t系统所处的隐状态, 且zt ∈ S, S =
{S1, · · · , Sns

}为隐状态集合, ns为隐状态数,不失一
般性, 本文选取HMM的隐状态数为3(即ns = 3), 表
示神经网络对yt的预测性能, 即预测值偏高、偏低
和基本符合实际3种情况; zt ∼ p(zt|zt−1, At)为状
态转移概率分布, 由状态转移矩阵At = {aij}决
定, 其中: aij = P{zt = Sj|zt−1 = Si}; et ∼
f(et|zt, Bt)是t时刻在隐状态zt下测量值的概率分

布, 由条件概率Bt = {gi(et), 1 6 i 6 ns}刻画, 其
中gi(et) = p{et|zt = Si}, 可以用混合高斯模型来
逼近[10]. 假设每个隐状态下混合高斯模型的个数
为nm,即有

gi(et) =
nm∑
j=1

vijN(et;µij, σ
2
ij), i = 1, · · · , ns.

(4)

式中: N(et;µij, σ
2
ij)是t时刻Si状态下第j个高斯分

布; µij, σ
2
ij, vij分别为该高斯模型的均值、方差

和权重, 其中权重应满足
nm∑
j=1

vij = 1, vij > 0,

i = 1, · · · , ns. 关于HMM详细介绍请参见文献[9].

综上所述, 得到如下两个结论: 1) 当HMM参
数ns = 1, nm = 1时, HMM就退化为高斯模型, 所
以观测噪声服从高斯分布只是服从HMM分布的特
例, 而观测噪声服从HMM分布则是高斯分布的推
广; 2)当f(yt−1, · · · , yt−p, et−1, · · · , et−q)为线性函
数,且HMM参数ns = 1, nm = 1时,则本文提出噪声
服从HMM分布的NARMA模型就退化为高斯白噪
声的ARMA模型.

3 基基基于于于SMC方方方法法法的的的RBF-HMM模模模型型型在在在线线线预预预
测测测(On-line prediction based on RBF-HMM
model with SMC method)
本节旨在研究: 已知至t − 1时刻所有测量值

y1:t−1 = (y1, · · · , yt−1),如何求出t时刻的预测值ŷt?
采用SMC方法来实现基于RBF-HMM模型的时间序
列在线预测. SMC方法源于20世纪60年代,因其能够
解决非线性、非高斯等难题而倍受瞩目. SMC方法
的基本思想是利用重要性采样方法,用离散随机粒
子逼近概率分布,以实现对概率分布的递推计算,当
随机粒子数量足够大时,它能够无限逼近任意的概
率密度函数. 有关SMC方法的详细描述和其他相关
问题参见文献[11].
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3.1 观观观测测测方方方程程程与与与状状状态态态方方方程程程(Observation equation
and state equation)
为了成功应用SMC方法,必须给出RBF-HMM模

型的观测方程和状态转移方程,由第2节分析可知观
测方程可写成

ŷt = ỹt + et = Dtαt + et. (5)

由于RBF-HMM模型参数未知, 将其作为状态
向量的一部分进行演化滤波. 目前多数文献都采
用离散或连续形式的随机游走模型来进行演化,
以此实现模型参数的动态调整和增加粒子的多

样性[5,11,12]. 本文亦采用同样方法, 对于连续参
数{αt, ct,µt,σ

2
t , At,vt}, 采用添加零均值的高斯

随机噪声进行参数演化, 其中µt,σ
2
t ,vt分别为t时

刻HMM所有隐状态、所有混合高斯模型的均值、方
差和权重组成向量. 状态转移方程具体如下:




kt ∼ P (kt|kt−1), ct = ct−1 + εc,

αt = αt−1 + εα, At = At−1 + εA,

µt =µt−1+εµ, ln(σ2
t )=ln(σ2

t−1)+εσ,

vt = vt−1 + εv, zt ∼ P (zt|zt−1, At),
It ∼ P (It|zt,vt).

(6)

式中: P (kt|kt−1)是RBF网络隐含层节点数随时间
变化的概率分布; εc, εα, εA, εµ, εσ, εv维数分别和

ct−1,αt−1, At−1,µt−1,σ
2
t−1,vt−1相同, 且它们中每

个元素分别服从均值为0、方差为δ2
c , δ

2
α, δ2

A, δ2
µ, δ2

σ,

δ2
v的高斯分布. P (zt|zt−1, At)为隐状态随时间变
化的概率分布; P (It|zt,vt)为HMM中某状态下混
合高斯模型中子模型指标It的条件概率分布, 它
由zt和vt决定. 由于参数αt和ct的维数依赖于kt, 所
以当kt发生变化时, αt和ct也随之变动. 简单起见,
本文假设kt只有如下3种变化: 1)增加1个节点; 2)减
少1个节点; 3)节点数不变.当kt增加时,则新增加的
节点中心为此时刻的网络输入加上随机高斯扰动得

到;当kt减少时,则根据输出权重的大小决定删除某
个节点,即删除输出权重最小的那个隐含层节点. 至
于参数αt随kt的变化情况参见文献[12]. 上述各参
数初始值最好根据具体问题的先验知识来确定, 如
果没有相应先验知识,则可以随机生成. 图2给出开
始4步RBF-HMM模型各参数动态演化的示意图.

3.2 Rao-Blackwellised粒粒粒子子子滤滤滤波波波法法法(Rao-Black-
wellised particle filter)
考虑RBF-HMM模型, 首先要计算p(θt|y1:t), 其

中θt = {kt,αt, ct,µt,σ
2
t , At,vt, zt, It}. 如果是线

性高斯模型, 则可以用卡尔曼滤波等精确方法来进
行计算. 但在多数情况下, 此概率密度的精确求解
并不容易, 可以采用SMC方法来近似, 如果此时模
型参数很多, 采用SMC方法求解则需要大量粒子,

从而影响计算速度,因此可采用Rao-Blackwellised粒
子滤波(RBPF)方法[13],其基本思想就是把高维状态
空间划分成不同子空间, 其中部分子空间的概率
密度函数用粒子抽样实现, 而剩余子空间的条件概
率分布可以用诸如卡尔曼滤波等精确方法进行求

解, 这样就能有效降低SMC方法采样空间的维数.
文献[13]证明要达到相同估计精度, RBPF需要的粒
子数远远少于标准SMC方法所需要的粒子数; 而文
献[14]证明与标准SMC方法相比, RBPF方法能够有
效降低估计方差.
对于本文RBF-HMM模型,显然给定参数{kt, ct,

µt,σ
2
t , At,vt, zt, It}条 件 下, 参 数αt的 条 件 概

率p(αt|rt, y1:t)服从高斯分布,可以用卡尔曼滤波精
确计算, 所以本文把参数θt分成2个子集合, 即θt =
{rt, st}, 其中: st = {αt}, rt = {kt, ct,µt,σ

2
t , At,

vt, zt, It}. 根据乘法定理,则有

p(rt, st|y1:t) = p(rt|y1:t)p(st|rt, y1:t). (7)

其中用SMC方法近似计算p(rt|y1:t), 而用卡尔曼滤
波来求解p(st|rt, y1:t),这样就可以有效地降低粒子
采样空间的维数,提高计算效率.

图 2 RBF-HMM预测模型参数动态演化示意图

Fig. 2 Dynamic evolution graph of RBF-HMM model

3.3 在在在线线线预预预测测测算算算法法法(Algorithm of on-line predic-
tion)
假设t−1时刻概率密度函数p(st−1, rt−1|y1:t−1)可

由一组已知带权粒子{(r(i)
t−1, s

(i)
t−1), w

(i)
t−1}N

i=1来逼近,
即

p(rt−1, st−1|y1:t−1) ≈
N∑

i=1

w
(i)
t−1δ((rt−1, st−1)− (r(i)

t−1, s
(i)
t−1)),
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其中: δ(·)是Kronecker Delta函数, N为粒子数.
下面分别递推计算p(ŷt|y1:t−1)和p(rt, st|y1:t),

以此实现时间序列的在线预测,具体步骤如下:

Step 1 粒子rt−1更新.
根据RBF-HMM模型的转移方程更新粒子rt−1,

即抽样

k
(i)
t ∼ P (kt|k(i)

t−1), c
(i)
t ∼ c

(i)
t−1 + εc,

A
(i)
t ∼ A

(i)
t−1 + εA, µ

(i)
t ∼ µ

(i)
t−1 + εµ,

ln(σ2(i)
t ) ∼ ln(σ2(i)

t−1) + εσ, v
(i)
t ∼ v

(i)
t−1 + εv,

z
(i)
t ∼ P (zt|z(i)

t−1, A
(i)
t ), I

(i)
t ∼ P (It|z(i)

t ,v
(i)
t ),

得新粒子

r
(i)
t = {k(i)

t , c
(i)
t , A

(i)
t ,v

(i)
t ,µ

(i)
t ,σ

2(i)
t , z

(i)
t , I

(i)
t },

则

p(rt|y1:t−1) ≈
N∑

i=1

w
(i)
t−1(rt − r

(i)
t ). (8)

Step 2 测量值预测.
当r

(i)
t ={k(i)

t , c
(i)
t , A

(i)
t ,v

(i)
t ,µ

(i)
t ,σ

2(i)
t , z

(i)
t , I

(i)
t }

已知时, 根据定义可得D
(i)
t . 又由于et服从HMM过

程, 在特定隐状态、特定混合高斯子模型下它为高
斯分布, 即p(e(i)

t |z(i)
t , I

(i)
t ) = N(e(i)

t ;µ(i)
t (z(i)

t , I
(i)
t ),

σ
2(i)
t (z(i)

t , I
(i)
t )), 所以可取e

(i)
t = µ

(i)
t (z(i)

t , I
(i)
t ). 根

据式(5)可得ŷ
(i)
t = D

(i)
t α

(i)
t−1 + µ

(i)
t (z(i)

t , I
(i)
t ). 则

p(ŷt|y1:t−1) ≈
N∑

i=1

w
(i)
t−1(ŷt − ŷ

(i)
t ), (9)

所以ŷt =
N∑

i=1

w
(i)
t−1(D

(i)
t α

(i)
t−1 + µ

(i)
t (z(i)

t , I
(i)
t )).

Step 3 粒子选择及权重更新.
当获得 t 时刻的真实测量值 yt 时, 计算

p(yt|r(i)
t , y1:t−1)得到每个新粒子r

(i)
t 的权重. 如果

多数粒子的权重很小(接近于0), 则会引起退化现
象,为了防止这种情况出现,本文采用残差重采样方
法[15]和马尔可夫链蒙特卡罗(MCMC)方法[16]对粒

子进行重采样. 经过上述操作后,得到N个权重相等

的新粒子, 即w
(i)
t = 1/N , 简洁起见,这里将这些新

粒子仍然记为r
(i)
t ,则

p(rt|y1:t−1) ≈
N∑

i=1

w
(i)
t (rt − r

(i)
t ). (10)

Step 4 粒子st−1更新.
由于条件概率p(st|rt, y1:t)在特定隐状态、特定

混合高斯模型下服从高斯分布,因此可以用卡尔曼
滤波来计算p(st|r(i)

t , y1:t)得到s
(i)
t ,详见文献[17]. 即

得新粒子{s(i)
t }N

i=1,其中s
(i)
t = α

(i)
t .

通过以上几节的讨论,可得p(ŷt|y1:t−1), p(rt|y1:t)
和p(st|rt, y1:t). 根据式(7),则可计算得p(rt, st|y1:t),
同时得到t时刻的预测值ŷt.

4 实实实验验验研研研究究究(Experimental research)
4.1 太太太阳阳阳黑黑黑子子子数数数平平平滑滑滑月月月均均均值值值序序序列列列(Time series of

smoothed monthly mean of sunspot numbers)
本节选取太阳黑子数平滑月均值序列, 样本

区间为1964年1月至2005年10月(共502个数据),数据
来源于http://sidc.oma.be/. 为了提高预测精度, 首
先对原始数据进行1阶差分以去除序列低频成分,
然后用RBF-HMM模型进行单步在线预测, 最后
还原成太阳黑子数月均值预测值. 并取1997年1月
至2005年10月共106个样本来检验模型预测精度.
通过对1964年1月至1996年12月的396个样本进

行离线训练, 得到RBF网络输入参数为p = 10,
q = 5, 隐含层节点数k = 10, 其中λ = 1. 本例根
据试值法确定HMM的混合高斯模型个数为2. 将离
线训练得到的RBF-HMM模型参数作为在线预测的
初始参数,然后根据第3节的算法实现在线预测. 关
于粒子数目选择,从理论上讲,当粒子数目趋于无穷
时, 用一些带权的随机粒子能无限逼近任意概率分
布.但由于计算机的运算和储存能力限制,粒子数目
不可能取无穷大,在实际运用中,既要考虑现实环境
的限制,又要兼顾估计准确性,借鉴文献[18]中建议,
本例中粒子数目取1000. 此外, 本文还采用前期法
和观测噪声服从零均值高斯分布的RBF网络(RBF-
GAUSS)模型对该序列进行预测. 前期法就是把前一
时刻实际值作为当前时刻预测值,即ŷt = yt−1. 并给
出文献[19]中方法的预测结果,各种预测方法的平均
相对误差(MAPE)见表1.

表 1 太阳黑子数平滑月均值的平均相对预测误差
Table 1 MAPE of smoothed mean sunspot numbers

预测方法 MAPE / %

RBF-HMM模型 1.24
RBF-GAUSS模型 1.42
文献[19]中方法 2.30
前期法 3.98

从表1可看出, RBF-HMM模型和RBF-GAUSS模
型预测结果优于文献[19]中方法, 其原因在于RBF-
HMM模型和RBF-GAUSS模型的相关参数及网络隐
节点数随着时间可动态调整, 而文献[19]中模型结
构和参数经训练后即保持不变; RBF-HMM模型预
测结果优于RBF-GAUSS模型,这是因为任何观测序
列都有其根本驱动力, HMM正是从本质上对此进行
描述, 即根据噪声内在驱动机制的不同状态对神经
网络预测结果(即神经网络输出)进行在线补偿校正,
而RBF-GAUSS模型仅仅假设噪声服从零均值高斯
分布,没有对神经网络的输出进行补偿校正;前期法
只是把第t− 1期的实际值作为第t期的预测值,事实
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上第t期通常不会是第t− 1期的简单重复,所以其预
测效果最差.

4.2 CRU钢钢钢材材材价价价格格格指指指数数数序序序列列列(Time series of CRU
steel price index)
本小节选取英国商品研究所发布的CRU国

际钢材价格指数月数据序列进行研究, 样本区
间为1994年4月至2008年3月(共168个数据), 数据来
源于http://cruonline.crugroup.com. 用2007年1月至
2008 年 3 月的 15 个样本来检验模型预测精度.
对1994年4月至2006年12月的153个样本进行离线训
练, 通过试值法确定RBF网络输入参数为p = 5,
q = 4, 隐含层节点数为k = 7, 其余参数确定方
法同4.1节. 此外还采用前期法和RBF-GAUSS模型
对该序列进行预测,具体结果见表2. 由此可看出,基
于RBF-GAUSS模型的预测效果优于前期法,而RBF-
HMM模型的预测效果又优于RBF-GAUSS模型, 进
一步验证本文模型的有效性.

表 2 CRU钢材价格指数的平均相对预测误差
Table 2 MAPE of CRU steel price index

预测方法 MAPE / %

RBF-HMM模型 1.68
RBF-GAUSS模型 2.56

前期法 3.01

5 结结结论论论(Conclusion)
针对观测噪声为非高斯分布的非线性时间序列,

提出噪声服从HMM的RBF-HMM在线预测模型. 该
模型具有以下3个显著特点: 1)模型输入包含误差反
馈项; 2)采用节点数可变的RBF网络对NARMA模型
中非线性项进行建模; 3) 用HMM 对观测噪声项进
行建模. 并采用SMC方法实现基于RBF-HMM模型
的时间序列在线预测. 最后采用太阳黑子数平滑月
均值数据和CRU国际钢材价格指数进行实验研究,
并和前期法、RBF-GAUSS模型的预测结果进行对比
研究,结果表明本文模型的有效性.
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