
第 26卷第 2期
2009年 2月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 26 No. 2
Feb. 2009

随随随机机机非非非线线线性性性系系系统统统的的的输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制

段 纳1,2, 解学军1

(1. 曲阜师范大学自动化研究所,山东曲阜 273165; 2. 徐州师范大学电气工程及自动化学院,江苏徐州 221116)

摘要:针对满足线性增长条件的一类随机非线性系统,本文研究了输出反馈镇定问题.然而不同于现有的所有文
献,由于线性增长条件中含有不可量测的状态,引入了一个待定的高增益观测器. 利用反推设计技术,构造性地给
出了一个输出反馈控制器的设计,通过适当地选取高增益参数,保证了闭环系统的零解是概率意义下全局渐近稳定
的,输出几乎处处调节于零.
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Output-feedback control for stochastic nonlinear systems
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Abstract: For a class of stochastic nonlinear systems satisfying linear growth condition, the paper studies the output-
feedback stabilization problem. Being different from all the existing references, because of the unmeasurable states existing
in the linear growth condition, this paper introduces an undetermined high-gain observer. By using the backstepping design
technique, we constructively give a design of the output-feedback controller. The high-gain parameter is appropriately
chosen to make the zero solution of the closed-loop system globally asymptotically stable in probability, and regulate the
output to the origin almost surely.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,随机非线性系统的全局稳定控制器的设

计已取得很大进展. Has’minski和Kushner分别在其

经典文献[1,2]中给出了随机系统的稳定性理论. 在

此数学基础上, Pan等人[3],及Krstić和Deng [4∼6]做出

了原创性的工作.对于随机系统的输出反馈控制问

题, Krstić和Deng在文献[4]中设计了基于全阶观测

器的反推控制器. Liu和Zhang在文献[7]中, 通过引

入全阶观测器, 研究了风险灵敏度(risk-sensitive)性

能指标下的输出反馈控制器的设计,在文献[8]中,研

究了基于降阶观测器的控制器的设计.对具有未建

模动态和不确定非线性函数的随机非线性系统,文

献[9]通过随机小增益定理,文献[10]通过引入ISS概

念和改变供能函数方法, 文献[11]通过动态信号和

改变供能函数方法,分别研究了基于降阶观测器的

自适应输出反馈控制问题.不失一般性,这些工作研

究的系统可归结为如下形式:
{

dx = f(x, u)dt + g(x)dω,

y = x1,
(1)

其中: x = (x1, · · · , xn)T ∈ Rn, u ∈ R和y分别是

系统的不可量测的状态, 控制输入和可测的输出;

ω ∈ Rm是定义在概率空间(Ω,F , P )上的独立标
准Wiener过程向量, Ω,F , P分别是样本空间、σ–代

数域和概率测度.

对系统(1), 文献[5,7,8,10,11]中的g(x) = g(y),

g(·)是已知函数;在文献[9]中, g(x)满足非线性增长
条件‖g(x)‖ 6 Ω(y). 然而这并非实质性的改进,因
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为Ω(y)同样是依赖于可测输出y的非负已知函数.

自然地, 人们立即会问如下问题: 若g(x)的上界依
赖于不可测状态x而非可测输出y,如何为随机非线

性系统设计输出反馈控制器? 这是一个很有意义的

问题!因为这涵盖了更一般的系统,而且现有文献的

设计方案都不适用于这类系统.受文献 [4,5,12]的启

发,本文引入了一个待定的高增益观测器,利用反推

设计技术,构造性地给出了一个输出反馈控制器的

设计.通过适当地选取高增益参数,保证了闭环系统

的解几乎处处存在且唯一,其零解是概率意义下全

局渐近稳定的,且输出几乎处处调节于零.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminary results)
对x = (x1, · · · , xn)T, x[i] , (x1, · · · , xi)T. 对

一个给定的向量或矩阵x, |x|表示欧氏空间中向
量的2-范数, 而对矩阵X , ‖X‖ = [λmax(XTX)]1/2.

Ci表示相应定义域上的i阶连续可微函数. 连续、严

格单调、零点等于0的全体函数γ(·) : [0, a) 7→ R+称

为K函数; 当 a = ∞ 时, 若 lim
r→∞

γ(r) = ∞, 则称这

类K函数为K∞函数; R+ × R+到R+的函数β(s, t) ∈
KL表示对给定的t, β(·, t) ∈ K, 而给定s, β(s, ·)是
单调下降的且 lim

t→∞
β(s, t) = 0.

考虑如下的随机非线性系统:

dx = f(x, u)dt + g(x)dω, ∀x0 ∈ Rn, (2)

其中: x ∈ Rn是状态, u ∈ Rm是输入, ω ∈ Rr是上面

所定义的独立标准Wiener过程向量.

定定定义义义 1 如果对于任意的 ε > 0, 存在一

类KL函数β(·, ·)满足P{|x(t)| < β(|x0|, t)} > 1 −
ε, ∀t > 0,∀x0 ∈ Rn\{0}, 则称系统(2)的平衡点

x(t) = 0是概率意义下全局渐近稳定的.

引引引理理理 1 对系统(2), 若存在一个C2函数V (x),

K∞函数α1, α2, 常数c1 > 0, c2 > 0及非负函数
W (x),使得对∀x0 ∈ Rn, t > 0,

α1 (|x|) 6 V (x) 6 α2(|x|),
LV (x) ,
∂V

∂x
f(x) +

1
2
tr{gT(x)

∂2V

∂x2
g(x)} 6

−c1W (x) + c2,

则

1) 对任意的x0 ∈ Rn,系统(2)的解是几乎处处存

在且唯一的;

2) 如果c2 = 0, f(0) = g(0) = 0, 且W (x) =

α3(|x|)是连续的, 其中α3(·)是K类函数, 则对任意

的x0 ∈ Rn,系统(2)的平衡点x = 0是概率意义下全
局渐近稳定,且x(t)满足P

{
lim
t→∞

W (x(t))=0
}

=1.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
本文考虑如下的随机非线性系统:




dxi = xi+1dt + ϕi(x)dω,

i = 1, · · · , n−1,

dxn = udt + ϕn(x)dω,

y = x1,

(3)

其中: x, u, y和ω如式(1)的定义: y是可测的输出,
x2, · · · , xn是不可量测的状态, ϕi(x) : Rn → Rm是

连续函数且ϕi(0) = 0. 对系统(3),采用如下假设:

假假假设设设 1 对ϕi(x), i = 1, · · · , n, 存在一个常
数c > 0满足|ϕi(x)| 6 c (|x1|+ · · ·+ |xi|).

本文的目标是设计一个输出反馈控制器使得闭

环系统在概率意义下是全局渐进稳定的.

首先引入一个高增益观测器[12]





˙̂xi = x̂i+1 + H ili(x1 − x̂1),

i = 1, · · · , n−1,

˙̂xn = u + Hnln(x1 − x̂1),

(4)

其中: 实数H > 0是待设计的高增益参数; 这里的
x̂i, i = 1, · · · , n是依赖于可测输出y的; li > 0,

是使矩阵A =




−l1
...

In−1

− ln 0 · · · 0


稳定的已知常

数, 则存在正定矩阵P满足ATP + PA = −I .
记x̃ = (x̃1, · · · , x̃n)T,其中x̃i = (xi− x̂i)/H i−1, i =
1, · · · , n,由此可得如下的误差系统:

dx̃ = HAx̃dt + Φ(x)dω, (5)

其中

Φ(x) = (ϕ1(x),
ϕ2(x)

H
, · · · ,

ϕn(x)
Hn−1

)T.

选定第1个Lyapunov函数

V0(x̃) = (n + 1)x̃TPx̃,

利用H > 0，不等式(
n∑

i=1

ai)2 6 n
n∑

i=1

a2
i和假设1,考

虑到xi = x̂i + H i−1x̃i,则

LV0 =

−(n + 1)H|x̃|2 + (n + 1)tr(ΦT(x)PΦ(x))6
−((n + 1)H − 2nc1)|x̃|2 + 2nc1(x̂2

1 +
x̂2

2

H2
+ · · ·+ x̂2

n

H2n−2
), (6)
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其中

c1 = (n + 1)‖P‖c2(
n−1∑
i=0

1
H i

)2 = (n + 1)‖P‖c2 ·

(
n−1∑
i=0

(i + 1)H i +
2n−2∑
i=n

(2n− i− 1)H i)

H2n−2
. (7)

下面利用反推方法给出控制器的设计过程. 引
进坐标变换{

z1 = x̂1,

zi = x̂i − αi−1

(
x̂[i−1]

)
, i = 2, · · · , n,

(8)

其中αi−1

(
x̂[i−1]

)
为待设计的虚拟控制.

第第第1步步步 构造第2个Lyapunov函数V1(x̃, z1) =

V0(x̃)+
1
2
z2
1 ,利用式(8)和不等式(a+b)2 6 2a2+2b2,

由式(4)(6)∼(8)和Young不等式, 选取H > 4nc1及

第1个虚拟控制器

α1 (x̂1) = −Hb1z1, b1 =
1
2

+
l21
4

+ n, (9)

得

LV1 6−(nH − 2nc1)|x̃|2 − (nH − 4nc1b
2
1)z

2
1 +

2nc1(
x̂2

3

H4
+· · ·+ x̂2

n

H2n−2
)+4nc1

1
H2

z2
2 +z1z2.

第第第i步步步(i = 2, · · · , n − 1)(递归过程) 假设在

第i− 1步已经得到虚拟控制器:




αi−1(x̂[i−1]) = −Hbi−1zi−1,

bi−1 =
d2

i−1,0

4
+ · · ·+ d2

i−1,i−2

4
+

di−1,i−1 + 1 + n− (i− 2),

(10)

常数bj > 0(j = 1, · · · , i − 1)是不依赖于H的实数,
使得第i个Lyapunov函数

Vi−1

(
x̃, z[i−1]

)
= V0(x̃) +

i−1∑
j=1

1
2H2(j−1)

z2
j ,

满足

LVi−1 6− ((n− (i− 2))H − 2nc1) |x̃|2 −
i−1∑
j=1

1
H2j−2

((n− (i− 2))H − 4nc1b
2
j)z

2
j +

2nc1(
x̂2

i+1

H2i
+ · · ·+ x̂2

n

H2n−2
) +

4nc1

1
H2(i−1)

z2
i +

1
H2(i−2)

zi−1zi. (11)

下面证明对第i + 1个Lyapunov函数

Vi

(
x̃, z[i]

)
= Vi−1

(
x̃, z[i−1]

)
+

1
2H2(i−1)

z2
i ,

式(11)仍同样成立.

由式(4) (8)和(10)得



zi = x̂i + Hbi−1x̂i−1 + · · ·+
H i−1bi−1bi−2 · · · b1x̂1,

dzi =(x̂i+1+· · ·+H3di,i−2zi−2+

H2d̄i,i−1zi−1 + Hdiizi)dt,

(12)

其中:

di0 = li+bi−1li−1+bi−1bi−2li−2+· · ·+
bi−1bi−2· · ·b1l1,

dij =
i−1∏

k=j−1

bk − bj

i−1∏
k=j

bk,

b0 = 0, j = 1, · · · , i− 2, i,

和d̄i,i−1 = bi−1bi−2 − b2
i−1 是不依赖于H的实数. 利

用H > 4nc1, (a + b)2 6 2a2 + 2b2和Young不等式,
选取第i个虚拟控制器:




αi(x̂[i]) = −Hbizi,

bi =
d2

i0

4
+

d2
i1

4
+ · · ·+ d2

i,i−1

4
+

dii + 1 + n− (i− 1).

(13)

进一步得到

LVi 6−((n− (i− 1))H − 2nc1)|x̃|2 −
i∑

j=1

1
H2j−2

((n− (i− 1))H − 4nc1b
2
j)z

2
j +

2nc1(
x̂2

i+2

H2(i+1)
+ · · ·+ x̂2

n

H2n−2
) +

4nc1

1
H2i

z2
i+1 +

1
H2(i−1)

zizi+1. (14)

第第第n步步步 重复使用第i步的递归过程, 选取控制
律

u
(
x̂[n]

)
= −Hbnzn =

−
n∑

i=1

H i
n∏

j=n−(i−1)

bjx̂n−(i−1), (15)

其中bn > 0是满足式(10)的且不依赖于H的实数,从
而

LVn 6−(H − 2nc1) |x̃|2 −
n−1∑
j=1

1
H2j−2

(H −

4nc1b
2
j)z

2
j −

1
H2n−2

Hz2
n, (16)

这里

Vn

(
x̃, z[n]

)
= (n+1)x̃TPx̃+

n∑
j=1

1
2H2(j−1)

z2
j . (17)

注注注 1 需要注意的是在控制器的设计过程中,反复用

到H > 4nc1, 而从式(7)不难看出c1依赖于H , 一个自然的

问题是: 这样的H是否一定存在? 如下的定理1给出了回答
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并给出本文的主要结果:

定定定理理理 1 对于满足假设1的随机非线性系统(3),
一定存在 H∗ > 0, 对任意的 H > H∗, 控制
器(4)和(15)保证:

1) 对任意的初值(x0, x̂0), 闭环系统(3)(4)和
(15)的解是几乎处处存在且唯一的;

2) 对任意的初值(x0, x̂0), 闭环系统(3)(4)和
(15)的平衡点(x̃T, zT

[n]) = (01×n, 01×n)是概率意义
下全局渐进稳定的,且满足P{ lim

t→∞
y(t) = 0} = 1.

证证证 由H > 0和H > 4nc1、式(9)和(13),若

H > max{4nc1, 2nc1, 4nc1b
2
1, · · · , 4nc1b

2
n−1} =

4nc1b
2
n−1 (18)

成立, 则利用式(16)(17)和引理1, 类似于文献[6]中
Theorem 2.1, Theorem 2.2和Theorem 3.1的证明过程,
定理1的结论易证. 下面分析不等式(18)是否成立.

由式(7)(10)和(13)知c1依赖于H ,而b1, · · · , bn−1是

与H无关的已知常数. 利用H > 0及式(7),式(18)一

定能够恒等变形为H2n−1+
2n−2∑
i=1

aiH
i > 0,其中ai为

实系数. 上式可以进一步整理成

(H −H1)m1 · · · (H −Hr)mr ×
(H2+p1H+q1)n1 · · · (H2+psH+qs)ns > 0,

(19)

其中: 正整数mi, nj满足
r∑

i=1

mi + 2
s∑

j=1

nj = 2n− 1,

Hi, i 6 r,是不同的实数, (pj, qj)(j 6 s)是满
足p2

j − 4qj < 0的不同实数对. 利用二次函数的特点
可以保证对所有的j = 1, · · · , s, H2 +pjH +qj > 0.

下面分两种情况讨论Hi: 1) 当H1, · · · ,Hr至少

有一个是正数时, 选取H∗ = max
16i6r

{Hi}; 2) 否则,

取H∗ = 0. 由此必存在H∗ > 0,对任意的H > H∗,
式(19)成立,进而式(18)成立. 证毕.

4 结结结论论论(Conclusion)
针对满足线性增长条件的一类随机非线性系统,

其中线性增长条件中含有不可量测的状态, 通过引
入高增益观测器和利用反推设计技术, 设计的输出

反馈控制器可以保证闭环系统是概率意义下全局渐

近稳定的,输出几乎处处调节于零. 未来的工作将对
采用其他方法,找出更小的H∗设计输出反馈控制器.
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