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摘要:通过选取一个新颖的Lyapunov-Krasovskii泛函和引入所考虑系统的等价描述系统,讨论了具有时变和连续
分布时滞Cohen-Grossberg神经网络的渐近稳定性问题.在变时滞导函数有上界时,给出能判定系统是渐近稳定时
滞相关的充分性条件.该条件以线性矩阵不等式形式给出,易于用MATLAB工具箱LMI进行检验. 最后,数值例子说
明了所得结论的有效性.
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Criteria on asymptotical stability of Cohen-Grossberg neural networks
with continuously distributed time-delay
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Abstract: Choosing a novel Lyapunov-Krasovskii functional and introducing the equivalent descriptor system, we in-
vestigate the asymptotical stability for the Cohen-Grossberg neural networks with time-varying and continuously distributed
time-delays. When the derivative of the time-varying delay has an upper bound, a delay-dependent sufficient condition is
obtained to guarantee the asymptotical stability of the above systems. The condition is presented in terms of LMIs, which
can be checked easily by using LMI in MATLAB toolbox. Finally, numerical examples demonstrate the effectiveness of
the proposed methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
自Cohen和Grossberg在1983年提出Cohen-Gross-

berg神经网络模型以来[1], 就因为该模型包含几种
著名的神经网络模型以及它在许多技术领域的广

泛应用而引起了极大的关注. 同时在生物和人工神
经网络系统中, 时滞现象存在是不可避免的且时滞
是导致网络系统不稳定的关键因素之一.近年来,时
滞Cohen-Grossberg神经网络稳定性分析已经取得了
很多重要的成果[2∼9]. 文献[2,3]讨论了时滞Cohen-
Grossberg神经网络的渐近稳定或指数稳定性. 文
献[4,5]给出了判定变时滞Cohen-Grossberg神经网络
是渐近稳定的充分性条件. 文献[6∼9]探讨了变时

滞Cohen-Grossberg神经网络的指数稳定问题．

然而可以注意到,文献[2,3]所给的结论不适用于
时滞是时变的情形. 虽然在文献[5,6]中, 所考虑时
滞是时变的, 但是在时滞导函数上界大于1时, 其结
论是不成立的. 文献[6∼9]虽然讨论了变时滞Cohen-
Grossberg神经网络的指数稳定性, 但是所给出的稳
定性准则不是以LMIs形式给出, 这样的结果不容
易用现有的先进算法进行检验. 而且就人脑的特
性和神经网络本身特性来说, 连续分布时滞更能
反映现象的本质．因此, 讨论连续分布时滞Cohen-
Grossberg神经网络的稳定性更具有现实和理论意
义[9]．而在现有文献中, 针对具有时变和连续分布
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时滞Cohen-Grossberg神经网络模型, 在变时滞导函
数有上界时, 还没有学者以LMI为工具讨论该系统
的渐近稳定问题.本文正是针对已有结论的不足,研
究了具有时变和连续分布时滞Cohen-Grossberg 神
经网络的全局渐近稳定性并基于LMI给出时滞相关
的充分性条件.最后的数值例子说明本文结论具有
较小的保守性.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminary knowledge)
考虑下面形式的Cohen-Grossberg神经网络系统:

ż(t) =

−a(z(t))[b(z(t))−Ag1(z(t))−Bg2(z(t−
τ(t)))−D

w t

−∞
K(t− s)g3(z(s))ds + L]. (1)

这里:
z(t) = [z1(t), · · · , zn(t)]T ∈ Rn是状态向量;
a(z(t)) = diag{a1(z1(t)), · · · , an(zn(t))}表示

放大函数;
b(z(t)) = [b1(z1(t)), · · · , bn(zn(t))]T是行为函

数;
gi(z(·)) = [gi1(z1(·)), · · · , gin(zn(·))]T ∈Rn(i =

1, 2, 3)表示激活函数;
L = [L1, · · · , Ln]T ∈ Rn是常输入向量;
A,B和D是适当维数常数矩阵;

函数K(t − s) = [kij(t − s)]n×n且kij(·)在区间
[0,∞)上非负实连续同时满足

w ∞
0

kij(s)ds = 1;

τ(t)是时变函数且满足

0 6 τ0 6 τ(t) 6 τm, τ̇(t) 6 µ, (2)

这里τ0, τm, µ是常数.

注注注 1 文献[4,10,11]的稳定性准则是以τ̇(t) 6 1为前

提建立的,显然本文的限制条件比文献[4,10,11]要弱.

假假假设设设 1 ai(·)是连续函数且满足0 < ai 6
ai(·) 6 ai. 函数bi : R → R是局部Lipschitz的
并存在常数γi使得ḃi(·) > γi > 0 . 记Λ =
diag{a1, · · · , an}, Ψ = diag{a1, · · · , an}和Γ =
diag{γ1, · · · , γn}.

假假假设设设 2 激活函数g1i(·), g2i(·), g3i(·) 有界且满
足

σ−i 6 g1i(x)− g1i(y)
x− y

6 σ+
i ,

∀ x, y ∈ R, i = 1, · · · , n,

δ−i 6 g2i(x)− g2i(y)
x− y

6 δ+
i ,

ρ−i 6 g3i(x)− g3i(y)
x− y

6 ρ+
i ,

这里σ+
i , σ−i , δ+

i , δ−i , ρ+
i , ρ−i 是常数.

在假设2条件下, 系统(1)有一个平衡点记为z∗.
再通过变换x(·) = z(·) − z∗, 把系统(1)平衡点z∗移

到原点,则系统(1)可以等价变换成下面的系统

ẋ(t) =

−α(x(t))[β(x(t))−Af1(x(t))−Bf2(x(t−
τ(t)))−D

w t

−∞
K(t− s)f3(x(s))ds], (3)

这里: x(·) = [x1(·), · · · , xn(·)]T 是变换系统(3)的状
态向量; α(x(·)) = diag{α1(x1(·)), · · · , αn(xn(·))},
β(x(·)) = [β1(x1(·)), · · · , βn(xn(·))]T, αi(xi(·)) =
ai(xi(·) + z∗i ), βi(xi(·)) = b(xi(·) + z∗i ) − b(z∗i );
fi(x(·)) = [fi1(x1(·)), · · · , fin(xn(·))]T(i = 1, 2, 3);
fij(xj(·)) = gij(xj(·)+z∗j )−gij(z∗j )(j = 1, · · · , n).
函数fij(·)满足

σ−j 6 f1j(x)
x

6 σ+
j , δ−j 6 f2j(x)

x
6 δ+

j ,

ρ−j 6 f3j(x)
x

6 ρ+
j , ∀ x ∈ R, j = 1, · · · , n. (4)

容易得到f1j(0) = 0, f2j(0) = 0和f3j(0) = 0.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
首先需要引入下面的引理与记号:

引引引理理理 1[10] 任意给定适当维数的向量α, β和

矩阵N, X, Y, Z, 如果

[
X Y

Y T Z

]
> 0 成立, 则有

−2αTNβ 6
[

α

β

]T [
X Y −N

Y T −NT Z

][
α

β

]
.

引引引理理理 2[11] 给定常数矩阵X1, X2, X3满足XT
1 =

X1和0 < XT
2 = X2, 如果X1 + XT

3 X−1
2 X3 < 0成

立,当且仅当

[
X1 XT

3

∗ −X2

]
< 0或

[
−X2 X3

∗ X1

]
< 0.

引引引理理理 3[12] x(t) ∈ Rn是具有1阶导数的向
量函数, 则对于任意适当维数矩阵M1,M2 ∈
Rn×n, XT = X > 0和函数h := h(t) > 0, 下面
不等式成立:

−
w t

t−h
ẋT(s)Xẋ(s)ds 6

[
x(t)

x(t− h)

]T [
MT

1 + M1−MT
1 + M2

∗ −MT
2 −M2

]
×

[
x(t)

x(t− h)

]
+ h

[
x(t)

x(t− h)

]T

×
[

MT
1

MT
2

]
X−1

[
M1 M2

] [
x(t)

x(t− h)

]
. (5)
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同时,记



σi = |σ−i |, Σ = diag{σ1, · · · , σn},
Σ1 = diag{σ+

1 σ−1 , · · · , σ+
n σ−n },

Σ2 = diag{σ+
1 + σ−1

2
, · · · ,

σ+
n + σ−n

2
},

Σ3 = diag{δ+
1 δ−1 , · · · , δ+

n δ−n },

Σ4 = diag{δ+
1 + δ−1

2
, · · · ,

δ+
n + δ−n

2
},

Σ5 = diag{ρ+
1 ρ−1 , · · · , ρ+

n ρ−n },

Σ6 = diag{ρ+
1 + ρ−1

2
, · · · ,

ρ+
n + ρ−n

2
}.

(6)

下面给出本文的主要结论:定理1.

定定定理理理 1 任意给定常数τm > τ0 > 0和µ, 如
果存在矩阵Q1 > 0, Q2 > 0, R > 0, S > 0, 对
角矩阵P > 0, Q > 0,K > 0, U > 0, V > 0,

W > 0,H > 0, E > 0, G1 > 0, G2 > 0,适当维数
的矩阵M, N, Pi(i = 1, 2, 3), X, Y, Z和常数λ > 0使
得式(7)(8)中LMIs成立:

[
X Y

∗ Z

]
=




X1 X2 X4 Y1

∗ X3 X5 Y2

∗ ∗ X6 Y3

∗ ∗ ∗ Z


 > 0, (7)




Ω τ̄mM τmN

∗ −τ̄mS 0
∗ ∗ −τmS


 < 0, (8)

则系统(3)是渐近稳定的, 其中Ω如下所示且τ̄m =
τm − τ0, n是系统维数, I是单位矩阵,

M = [0 0 0 M1 M2 0 0 0 0 0 0]T,

N = [N1 0 0 N2 0 0 0 0 0 0 0]T,

Ω11 = Q1 + Q2 + τmX1 + N1 + NT
1 + Y1 +

Y T
1 − UΣ1 − V Σ3 −WΣ5 − 2EΓ,

Ω12 = τmX2 + Y T
2 ,

Ω13 = P − PT
1 + τmX4 + Y T

3 + KΣ − ΓQ,

Ω14 = −Y1 + N2 −NT
1 ,

Ω22 = G1 −G2 + τmX3 + τm(S + Z),

Ω23 = −PT
2 + τmX5,

Ω33 = ΨTG2Ψ − ΛTG1Λ− PT
3 − P3 + τmX6,

Ω44 =

(µ− 1)Q2 + M1 + MT
1 −N2 −NT

2 −HΣ3.

证证证 首先,记

S(t) = S(x(t), x(t− τ(t))) =

diag{s1(x1(t), x1(t− τ(t))), · · · ,

sn(xn(t), xn(t− τ(t)))},
其中:

si(α, β) =





f2i(α)− f2i(β)
α− β

, α 6= β,

δ+
i 或δ−i , α = β,

i = 1, · · · , n.

根据式(4),容易看到f2(x(t))−f2(x(t−τ(t))) =
S(t)(x(t)−x(t− τ(t))).由文献[10],系统(3)可以等
价地写成下面具有连续分布时滞的描述系统:

Ω =


Ω11 Ω12 Ω13 Ω14 0 UΣ2 + PT
1 A V Σ4 PT

1 B WΣ6 PT
1 D −PT

1 + E
∗ Ω22 Ω23 −Y2 0 PT

2 A 0 PT
2 B 0 PT

2 D −PT
2

∗ ∗ Ω33 −Y3 0 PT
3 A + KT 0 PT

3 B 0 PT
3 D −PT

3

∗ ∗ ∗ Ω44 M2 −MT
1 0 0 HΣ4 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Q1 − (MT
2 + M2) 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −U 0 0 0 0 AτQτ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −V + R 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −(1− µ)R−H 0 0 BTQT

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −W + nλI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1
n

λI DTQT

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Q−QT




,

ẋ(t) = y(t), y(t) = α(x(t))w(t),

w(t) = −β(x(t)) + Af1(x(t)) + Bf2(x(t))−BS(t)
w t

t−τ(t)
ẋ(s)ds + D

w t

−∞
K(t− s)f3(x(s))ds. (9)

根据假设1和式(4),构造下面形式的Lyapunov-
Krasovskii泛函:

V (xt) = V1(xt) + V2(xt) + V3(xt) + V4(xt),

(10)

其中:

V1(xt) =
w t

t−τm

xT(s)Q1x(s)ds +

2
n∑

i=1
pi

w xi

0

s

αi(s)
ds +
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2
n∑

i=1
ki

w xi

0

f1i(s) + σis

αi(s)
ds +

2
n∑

i=1
qi

w xi

0

βi(s)− γis

αi(s)
ds,

V2(xt) =w t

t−τ(t)
[xT(s)Q2x(s) + fT

2 (x(s))Rf2(x(s))]ds,

V3(xt) =
w 0

−τm

w t

t+θ
ẋT(s)(S + Z)ẋ(s)dsdθ,

V4(xt) =

λ
n∑

i=1

n∑
j=1

w∞
0

kij(θ)
w t

t−θ
f2
3j(xj(s))dsdθ,

这里: P =diag{p1, · · · , pn} > 0,K =diag{k1, · · · ,

kn} > 0, Q = diag{q1, · · · , qn)} > 0和Q1 >

0, Q2 > 0, R > 0, S > 0, Z > 0 和 λ > 0 是待
定矩阵和常数.

根据假设1和式(9), 对于任意适当维数的对角
矩阵E > 0, G1 > 0, G2 > 0,下面不等式成立:




0 6 2[xT(t))Eβ(x(t))− xT(t)EΓx(t)],

0 6 [yT(t)G1y(t)− wT(t)ΛTG1Λw(t)],

0 6 [wT(t)ΨTG2Ψw(t)− yT(t)G2y(t)].

(11)

由文献[9],存在任意适当维数的对角矩阵U >

0, V > 0,H > 0,W > 0,使得下面式子成立:

06
{[

x(t)
f1(x(t))

]T [
−UΣ1 UΣ2

UΣ2 −U

][
x(t)

f1(x(t))

]
+

[
x(t)

f2(x(t))

]T [
−V Σ3 V Σ4

V Σ4 −V

][
x(t)

f2(x(t))

]
+

[
x(t)

f3(x(t))

]T [
−WΣ5 WΣ6

WΣ6 −W

][
x(t)

f3(x(t))

]
+

[
x(t− τ(t))

f2(x(t− τ(t)))

]T [
−HΣ3 HΣ4

HΣ4 −H

]
×

[
x(t− τ(t))

f2(x(t− τ(t)))

]}
. (12)

下面计算V1(xt)沿着系统(9)解轨线的导函数

V̇1(xt) =

xT(t)Q1x(t)−xT(t−τm)Q1x(t−τm)+

2xT(t)Pw(t) + 2fT
1 (x(t))Kw(t) +

2xT(t)KΣw(t) + 2βT(x(t))Qw(t)−
2xT(t)ΓTQw(t). (13)

由式(9),可以推出

2xT(t)Pw(t) =

2ηT(t)GT

{


w(t)
0

−w(t)− β(x(t))


 +




0
0
A


 f1(x(t)) +




0
0
B


 f2(x(t))−




0
0
B


S(t)

w t

t−τ(t)
ẋ(s)ds +




0
0
D



w t

−∞
K(t− s)f3(x(s))ds

}
, (14)

其中:

G =




P 0 0
0 0 0
P1 P2 P3


 ,

ηT(t) = [xT(t), yT(t), wT(t)],

Pi(i = 1, 2, 3)是适当维数的矩阵. 根据引理1和
式(7),可以得到

−2ηT(t)GT[0 0 BT ]TS(t)
w t

t−τ(t)
ẋ(s)ds 6

τmηT(t)Xη(t) + 2ηT(t){Y (x(t)− x(t− τ(t)))−
GT[0 0 BT ]T(f2(x(t))− f2(x(t− τ(t)))}+
w t

t−τm

ẋT(s)Zẋ(s)ds. (15)

根据式(13)∼(15)和引理3, 计算V̇i(xt)(i = 2, 3, 4)
得到

V̇ (xt) 6
2fT

1 (x(t))Kw(t) + 2xT(t)KΣw(t) +

2βT(x(t))Q[−β(x(t)) + Af1(x(t)) +

Bf2(x(t− τ(t))) + D
w t

−∞
K(t− s)×

f3(x(s))ds]− 2xT(t)ΓTQw(t) +

2xT(t)Pw(t) + 2[xT(t)PT
1 + yT(t)PT

2 +

wT(t)PT
3 ][−w(t)− β(x(t)) + Af1(x(t)) +

Bf2(x(t− τ(t))) + D
w t

−∞
K(t− s)×

f3(x(s))ds] + τmηT(t)Xη(t) + 2ηT(t)Y ×
(x(t)− x(t− τ(t))) + xT(t)Q1x(t)−
xT(t− τm)Q1x(t− τm) + xT(t)Q2x(t) +

fT
2 (x(t))Rf2(x(t))− (1− µ)[xT(t− τ(t))×
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Q2x(t− τ(t)) + fT
2 (x(t− τ(t)))R×

f2(x(t− τ(t)))] + τmyT(t)(S + Z)y(t) +
[

x(t− τ(t))
x(t− τm)

]T [
MT

1 + M1 −MT
1 + M2

∗ −MT
2 −M2

]
×

[
x(t− τ(t))
x(t− τm)

]
+ τ̄m

[
x(t− τ(t))
x(t− τm)

]T

×
[

MT
1

MT
2

]
S−1

[
M1 M2

] [
x(t− τ(t))
x(t− τm)

]
+

[
x(t)

x(t− τ(t))

]T [
NT

1 + N1 −NT
1 + N2

∗ −NT
2 −N2

]
×

[
x(t)

x(t− τ(t))

]
+ τm

[
x(t)

x(t− τ(t))

]T

×
[

NT
1

NT
2

]
S−1

[
N1 N2

] [
x(t)

x(t− τ(t))

]
+

fT
3 (x(t))(nλI)f3(x(t))−

(
w t

−∞
K(t− s)f3(x(s))ds)T ×

(
1
n

λI)(
w t

−∞
K(t− s)f3(x(s))ds). (16)

再综合式(11)(12)和(16),进一步可以得到

V̇ (xt) 6
ζT(t)

[
Ω + τ̄mMS−1MT + τmNS−1NT

]
ζ(t),

其中

ζT(t) =

[ηT(t), xT(t−τ(t)), xT(t−τm), fT
1 (x(t)),

fT
2 (x(t)), fT

2 (x(t− τ(t))), fT
3 (x(t)),

(
w t

−∞
K(t− s)f3(x(s))ds)T, βT(x(t))]

和M, N, Ω如式(8)所示. 根据引理2,式(8)能保证

Ω + τ̄mMS−1MT + τmNS−1NT < 0

成立. 则对于任意ζ(t) 6= 0,都有V̇ (xt) < 0成立,则

满足式(2)和(4)的系统(3)是渐近稳定的. 证毕.

注注注 2 在假设1,2的条件下, 定理1给出了保证系

统(3)是全局渐近稳定的充分性条件.稳定性准则式(7)(8)很

容易用MATLAB的工具箱LMI进行检验.

4 举举举例例例(Numerical examples)
例例例 1 当fi(·) = f(·)时, 考虑具有下面参数

Cohen-Grossberg神经网络:





α(x(t)) =

[
1 0
0 1

]
,

β(x(t))=

[
x3

1(t) + x1(t)
0.8x2(t)

]
,

A =

[
1 −1.7

−1.6 1

]
, B =

[
1 0.6
0.5 0.8

]
,

D =

[
0 0
0 0

]
, f(x) =

[
0.2 tanhx1

0.2 tanhx2

]
,

τ(t) = 1.5sin2t,

(17)

则有

Ψ = Λ =

[
1 0
0 1

]
, Γ =

[
1 0
0 0.8

]
,

Σ =

[
0 0
0 0

]
, Σ1 = Σ3 =

[
−0.04 0
0 −0.04

]
,

Σ2 = Σ4 = 0, τm = µ = 1.5.

根据定理1, 容易验证系统(17)是渐近稳定的.
然而定理[1,5]不能证明系统(17)是渐近稳定的.

例例例 2 考虑如下时滞Cohen-Grossberg神经网
络系统:




α(x(t)) =

[
1 0
0 1

]
,

β(x(t)) =




1
3
x3

1(t) + x1(t)

x2(t)


 ,

A =

[
1.1−1.7

−1.6 1.1

]
, B =

[
0 0
0 0

]
,

D =

[
0.4 0.3
0.1 0.39

]
, Γ =

[
1 0
0 1

]
,

Σ =

[
0.3 0
0 0.3

]
, Σ2 =Σ6 =

[
0 0
0 0

]
,

Σ1 = Σ5 =

[
−0.09 0
0 −0.09

]
,

K(t− s) =

[
e−t 3e−3t

4e−4t 2e−2t

]
.

(18)

根据定理1, 容易验证系统(18)是渐近稳定的.
根据定理[8],

∇ = Γ − |A|Σ − |D|Σ =

[
0.550−0.600

−0.510 0.553

]
.

矩阵∇的顺序主子式分别为0.55,−0.0018. 由



202 控 制 理 论 与 应 用 第 26卷

文[9]可知, 矩阵∇不是非奇异的M–矩阵. 则定
理[1,9]不能证明系统(18)是渐近稳定的.

5 结结结语语语(Conclusion)
本文通过选取适当的Lyapunov-Krasovskii泛

函, 引入与所考虑系统等价的描述系统, 得出了
使具有时变和连续分布时滞Cohen-Grossberg神经
网络在平衡点是渐近稳定时滞相关的充分性条件.
数值例子说明了本文结果较以往文献有很大的改

进.
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